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4.1 Concetto di Instabilità . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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Sommario

I processi di accrescimento da disco producono alcuni dei più energetici

fenomeni osservati in astrofisica. L’energia rilasciata deriva essenzialmente

dalla caduta del gas nel potenziale gravitazionale del corpo centrale che a sua

volta può essere mantenuta su tempi lunghi solo in presenza di qualche mec-

canismo che trasferisca all’esterno il momento angolare del disco.

Il problema centrale nella teoria dei dischi di accrescimento è quello di individ-

uare la natura dinamica di questo meccanismo, tenuto conto che la viscosità

molecolare del gas astrofisico è generalmente trascurabile.

La riscoperta della instabilità di un fluido magnetizzato in rotazione differen-

ziale, o magnetorotazionale (MRI) da parte di Balbus e Hawley (1991), ha

permesso di aprire un nuovo campo di indagine per la comprensione piena dei

processi di accrescimento. L’analisi lineare di questa instabilità e lo studio nu-

merico della sua evoluzione non lineare (Hawley,Gammie & Balbus 1995, 1996;

Hawley 2000,2001) hanno mostrato che l’evoluzione non-lineare della MRI dà

origine a turbolenza e che questa, a sua volta, porta a un trasporto anomalo

di momento angolare verso l’esterno.

In questo lavoro abbiamo studiato gli aspetti propedeutici ad una com-

prensione più approfondita di questo campo di indagine. Per questo, dopo

una breve descrizione di alcuni sistemi astrofisici che presentano al loro in-

terno la struttura di disco e del problema della viscosità anomala legato al

trasporto del momento angolare (capitolo 1), abbiamo anzitutto rivisto le con-

dizioni sotto le quali il gas presente in un disco di accrescimento può essere

descritto dalle equazioni di Eulero e quindi dalle equazioni MHD nel caso di

presenza di un campo magnetico (capitolo 2). Utilizzando tali equazioni in co-

ordinate cilindriche, sono stati studiati modelli semplici di equilibrio di un disco

toroidale in rotazione attorno ad una massa centrale Newtoniana (capitolo 3).

Una parte estesa dello studio è stata dedicata all’analisi di stabilità lineare ed

ad un approfondimento delle tecniche analitiche e numeriche per la soluzione
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4 Sommario

delle equazioni lineari (capitolo 4-5). Nel capitolo 6, infine, abbiamo avviato

lo studio numerico per l’evoluzione non lineare di un modello di equilibrio per-

turbato, avvalendoci di un codice (ECHO) già disponibile. Questo studio è

stato perciò finalizzato soprattutto alla acquisizione di alcuni aspetti numerici

e tecnici della struttura del codice. Chiudono questo lavoro l’Appendice A

dove viene presentato un calcolo dettagliato di come si arriva dal modello ci-

netico al modello a un fluido in regime MHD per un plasma collisionale e

l’Appendice B dove viene presentato il metodo dei modi lineari utilizzato per

l’analisi di stabilità lineare.



Capitolo 1

DISCHI ASTROFISICI E
PROBLEMA DELLA
VISCOSITÀ ANOMALA

Iniziamo il nostro lavoro di tesi discutendo dell’energetica del processo di ac-

crescimento, prima nel caso di accrescimento sferico e poi nel caso più realistico

di accrescimento da disco. Da questa breve discussione notiamo come, nel caso

in cui il corpo massivo centrale sia un oggetto compatto (stella di neutroni o

buco nero), il processo di accrescimento è più efficiente dei processi di fusione

termonucleare e quindi sembra essere il più adatto per spiegare l’emissione di

sorgenti ad alta energia. Poi, dopo una breve descrizione di alcuni sistemi

astrofisici che presentano al loro interno la struttura di disco, discutiamo del

problema della viscosità anomala legato al traporto del momento angolare.

Ripercorriamo la storia e i progressi fatti nella comprensione di questo prob-

lema e infine concludiamo che l’ipotesi più consistente è che la sorgente del

trasporto sia la turbolenza magnetoidrodinamica

1.1 Accrescimento come sorgente di energia

L’accrescimeto in astrofisica è semplicemente il processo con cui della materia

cade su un oggetto massivo centrale. Questo processo, nel caso in cui l’oggetto

centrale è un oggetto compatto, risulta essere il processo fisico più efficiente

per la produzione di energia e pertanto viene invocato per spiegare l’emissione

di sorgenti ad alta energia sia su scala stellare (stelle binarie interagenti) che

su scala galattica (nuclei galattici attivi). Vediamo ora brevemente quanta

energia viene rilasciata dal processo di accrescimento dapprima nel caso di

accrescimento sferico e poi nel caso più realistico di accrescimento da disco.
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Figura 1.1: Accrescimento Sferico

Supponiamo che un oggetto sferico di massa M e raggio R∗ sia collocato

in un mezzo gassoso statico e uniforme. Ogni singolo elemento del mezzo

comincerà a cadere radialmente sotto l’azione gravitazionale del corpo centrale.

Questo tipo di accrescimento è detto accrescimento sferico o accrescimento

di Bondi (figura 1.1). L’energia cinetica acquisita durante la caduta viene

trasformata in calore quando il gas urta contro la superficie del corpo centrale

e si arresta. Il gas, cos̀ı scaldato, emette energia sotto forma di radiazione,

raffreddandosi. Per il principio di conservazione dell’energia, la radiazione

emessa è pari al lavoro compiuto dalla gravità per spostare il gas da una grande

distanza fino alla superficie. Questo lavoro, com’è noto, è pari all’energia

potenziale calcolata al raggio R∗, e quindi l’energia irradiata a seguito del

processo di accrescimento è pari a

∆Eacc =
GM∆m

R∗
=

(
RS

2R∗

)
∆mc2 = η∆mc2 (1.1)

dove G è la costante gravitazionale, c è la velocità della luce e ∆m è la massa di

gas caduta. La formula è stata riscritta in termini del raggio di Schwarzschild

RS = 2GM
c2

, una lunghezza caratteristica che si associa agli oggetti gravitanti,

e l’espressione risultante esprime l’energia irradiata in termini dell’ energia a

riposo ∆mc2 della massa caduta. Il parametro η =
(
RS
2R∗

)
rappresenta quindi

l’efficienza di conversione di questa energia in radiazione cioè ci dice quanta

parte dell’energia a riposo del gas in caduta viene irraggiata.

In termini del tasso di accrescimento, ṁ = ∆m/∆t, ovvero la quantità di

gas che cade nell’unità di tempo, si ottiene la luminosità di accrescimento

Lacc = ∆Eacc/∆t, ovvero l’energia emessa nell’unità di tempo

Lacc =
GMṁ

R∗
= ηṁc2 (1.2)



1.1. Accrescimento come sorgente di energia 7

In base alla definizione di efficienza data, si vede chiaramente che questa

dipende dalla compattezza dell’oggetto che accresce: più grande è il rapporto

M/R∗, più grande è l’efficienza. Vediamo ora di quantificare l’efficienza η in

vari contesti astrofisici confrontando il risultato con l’efficienza delle reazioni di

fusione nucleare, in particolare consideriamo la reazione di fusione tra protoni

e neutroni che porta alla conversione di idrogeno in elio e che possiede la più

alta efficienza tra le reazioni di fusione (η = 0.007).

Per una nana bianca (M ≈M� ≈ 2×1033 g , R∗ ≈ 5000 Km = 5×108 cm)

si ottiene η = 0.0003 e la fusione nucleare è più efficiente dell’accrescimento

di un fattore 25 − 50. Per una stella di neutroni (M ≈ M�, R∗ ≈ 10 Km =

106 cm) η = 0.1 e l’accrescimento diventa una sorgente di energia più efficiente

della fusione nucleare. Sembrerebbe che valori ancora maggiori di η possono

ottenersi nel caso in cui l’oggetto centrale sia un buco nero. Il buco nero,

infatti, è l’oggetto più compatto che si possa immaginare, dal momento che

le sue dimensioni sono inferiori al raggio di Schwarzschild. Le cose, tuttavia,

sono più complesse. Al di là del raggio di Schwarzschild tutto viene inghiottito

dal buco nero e scompare alla vista, giachè neanche la luce è in grado di uscire.

In assenza di una superficie ’solida’ contro cui sbattere e riscaldarsi, il gas in

caduta diretta verso un buco nero sembra dunque destinato a scomparire con

la sua energia cinetica senza avere modo di irraggiare.

L’energetica del processo di accrescimento visto fin qui si applica come

abbiamo visto quando il gas in accrescimento ha un momento angolare nul-

lo o trascurabile ma nella realtà i flussi di accrescimento tendono a formare

una struttura ruotante e appiattita. Infatti, anche se inizzialmente il gas del-

la nube che avvolge l’oggetto centrale è dotato di velocità di rotazione molto

bassa, man mano che la nube si contrae, la rotazione aumenta per il principio

di conservazione del momento angolare (figura 1.2(a)). Ne consegue che in

vicinanza del centro il gas, a causa della rotazione, non accresce sull’oggetto

centrale sfericamente da ogni direzione, ma forma un disco di accrescimento e

si avvicina al centro spiraleggiando (figura 1.2(b)).

In questo caso, a differenza di prima, dobbiamo tener conto che la sua energia

potenziale viene trasformata per metà in energia cinetica di caduta (e con-

seguentemente in calore e infine in radiazione) e per metà in energia cinetica

di rotazione. Quando abbiamo a che fare con un buco nero un elemento di

fluido trasformerà solo la metà di energia cinetica di caduta in calore e poi
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(a) Collasso di una nube rotante (b) Accrescimento di un ele-
mento di fluido

Figura 1.2: Accrescimento da Disco

in radiazione poichè l’altra metà (energia cinetica di rotazione) viene persa

assieme al gas al di là del raggio di Schwarzschild. Si ha dunque:

Lacc(BH) =
1

2

GMṁ

R∗
(1.3)

Tuttavia in questo caso per un calcolo accurato dell’efficienza η bisogna tener

conto di un effetto tipicamente relativistico. Nonostante che il ‘punto di non

ritorno’ per un oggetto in caduta verso un buco nero sia dato effettivamente

da Rs, l’ultima orbita stabile per un oggetto che spiraleggia ha un raggio

pari a 3Rs. A questa distanza la gravità prevale in maniera drammatica e il

materiale raggiunge Rs in caduta libera, impiegando appena 10−4s, e quindi

non avendo modo di irradiare granchè prima di scomparire al di là del raggio

di Schwarzschild. Sostituendo dunque 3Rs al posto di R∗ nella definizione di

efficienza e tenendo conto dell’equazione (1.3) si ottiene per un buco nero η =

0.08. Dunque, nonostante la sua compattezza, un buco nero ha un’efficienza

simile a quella di una stella di neutroni.

Tuttavia, i buchi neri hanno particolare importanza per due motivi. Inanz-

itutto, l’efficienza appena calcolata vale per un buco nero statico; ma un buco

nero in rotazione produce orbite stabili a distanze inferiori a 3Rs e l’efficien-

za può arrivare a η = 0.43. Inoltre, contrariamente alle stelle di neutroni,

possono esistere buchi neri con masse pari a milioni di volte quella del Sole

e dunque in grado di accrescere grandi quantità di materia e irragiare lumi-

nosità enormi. Si ritiene che la sorgente energetica degli AGN consista proprio

nell’accrescimento su simili buchi neri.

La maggior parte dei flussi di accrescimento in astrofisica sono rapida-

mente ruotanti ed uno dei problemi centrali è come rimuovere il momento
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angolare cos̀ı che l’accrescimento può avvenire. Un disco di accrescimento è

un flusso che realizza questo trasporto verso l’esterno di momento angolare.

1.2 Dischi di accrescimento in astrofisica

I dischi di accrescimento sono delle strutture molto comuni nell’universo. Essi

infatti si trovano intorno a molti differenti tipi di oggetti e su scale molto

diverse: oggetti stellari giovani (dischi protostellari), stelle binarie interagenti,

nuclei galattici attivi (AGN) e poi anche galassie a spirali, anelli planetari, e

binarie compatte. Diamo qui una breve descrizione di questi sistemi. I numeri

citati qui provengono dalle reviews di (Lin and Papaloizou - 1996) e sono stime

grossolane di ordini di grandezza, giusto per prendere confidenza con i differenti

sistemi.

1.2.1 Dischi protostellari

Dalla rivoluzione Copernicana abbiamo capito che tutti i pianeti del sistema

solare orbitano intorno al Sole nello stesso senso e quasi nello stesso piano. Nel

diciottesimo secolo Kant e Laplace riconobbero che i pianeti condensano da

una nube di gas appiattita che ruota intorno al sole nello stato iniziale della

sua vita. I loro modelli di nebulosa solare introdussero il concetto di disco

protoplanetario.

Dal 1995, il telescopio spaziale Hubble ha fornito immagini di tali dischi

intorno a giovani stelle nella nebulosa di Orione, una vicina regione di forma-

zone stellare. Sia che essi formino o no i pianeti, tali dischi sono conosciuti

essere una parte essenziale del processo di formazione stellare (sono spesso

chiamati dischi protostellari). Essi sono composti da gas relativamente fred-

do, principalmente H2 insieme con della polvere e si pensa che sopravvivono

per pochi milioni di anni.

Si pensa che, durante quel periodo, i pianeti si siano formati come ag-

glomerati di polvere in corpi successivamente più grandi, eventualmento for-

mando i nuclei rocciosi dei pianeti. Per formare i pianeti giganti gassosi come

Giove, il nucleo deve in seguito accrescere un sostanziale inviluppo gassoso dal

disco che lo circonda.

Dal 1995 più di 100 pianeti sono stati scoperti intorno a stelle vicine

simili al sole. Poichè una stella con un pianeta effettua una più piccola orbita

intorno al centro di massa del sistema, il suo moto da origine a un rilevabile
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Figura 1.3: Disco di accrescimento in stelle binarie interagenti

spostamento Doppler periodico delle sue linee spettrali.

Parametri tipici: Molti dei valori dei loro parametri sono paragonabili a

quelli del nostro sistema solare come la dimensione tipica (100 AU), la massa

della stella centrale (1M⊙) e la velocità Kepleriana (vK =
√

GM
R

= 10 Km/s).

Le temperature osservate sono dell’ordine di 100 K da cui è possibile stimare

lo spessore del disco. La massa del disco varia nel tempo, inizialmente è com-

parabile a quella della stella centrale e alla fine del processo di accrescimento

è trascurabile come nel nostro sistema solare. Il tasso di accrescimento in qui-

escenza è dell’ordine di 10−8M⊙/anno ma può raggingere valori più grandi

dell’ordine di 10−4M⊙/anno durante l’autbursts.

1.2.2 Stelle binarie interagenti

Molte stelle si formano in sistemi binari. La più massiva, la stella ‘primaria’,

evolve più rapidamente e, se abbastanza massiva, raggiunge la fine della sua

vita come oggetto compatto: nana bianca, stella di neutroni o buco nero.

A questo punto la stella secondaria si può trovare nella fase evolutiva di

sequenza principale. Se l’orbita binaria è sufficientemente stretta, la stella

secondaria può superare la sua superficie equipotenziale critica o lobo di Roche,

e trasferire gas verso la sua compagna compatta (figura 1.3). Per effetto

della sua rotazione nell’orbita binaria, il gas trasferito ha troppo momento

angolare per cadere direttamente sulla superfice del primario e pertando si

viene a formare un disco di accrescimento attorno ad esso. Sotto l’azione della

viscosità all’interno del disco, il gas gradualmente perde momento angolare e

spiraleggia verso l’interno per essere accresciuto dall’oggetto centrale.
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Sistemi che hanno una nana bianca come primaria sono conosciuti come

Variabili Cataclismiche poichè molti di loro esibiscono intensi outbursts.

Questi includono le Novae classiche, nelle quali uno strato accresciuto sulla

primaria accende in un runaway termonucleare e le Novae nane nel quale

outbursts avvengono ciclicamente nel disco stesso.

Sistemi che hanno una stella di neutroni o un buco nero come primario sono

conosciuti come Binarie X.

Parametri tipici: Prendiamo come standard di questa categoria le Vari-

abili Cataclismiche che si conoscono abbastanza bene. La dimensione del disco

è un pò meno di R⊙ mentre la massa della stella centrale è dell’ordine di 1M⊙
che dà una velocità Kepleriana di qualche migliaia di km/sec. La massa del

disco è trascurabile rispetto a quella della stella centrale. La temperatura

centrale è tipicamente di 10000 K che da un rapporto altezza raggio di 0.02.

Il tasso di accrescimento è dell’ordine di 10−8M⊙/anno o un fattore 100 più

basso nelle Novae Nane in quiescenza.

1.2.3 Nuclei galattici attivi

È ora generalmente accettato che molte galassie contengono un buco nero

supermassivo al centro. Alcune di queste galassie hanno nuclei galattici attivi

(AGNs). Gli AGN sono luminose in tutte le bande e raggiungono enormi

luminosità, fino a 1047 ergs s−1.

Il modello standard degli AGN include un disco di accrescimento intorno

al buco nero, il quale fornisce la sorgente di energia e permette al buco di

crescere. Gli AGN possono rappresentare una fase temporanea nell’evoluzione

galattica che si presenta quando il gas è reso disponibile per essere accresciuto

dal nucleo. Il moto orbitale del gas nei dischi di accescimento può essere

tracciato attraverso lo spostamento doppler delle linee spettrali, e questo

permette una misura della massa del buco nero

Parametri tipici: La dimensione dei dischi osservati è decine di parsec,

mentre al centro c’è un buco nero massiccio (109M⊙). La velocità Kepleriana

va da centinaia Km/sec nelle parte esterna del disco a migliaia Km/sec nella

parte interne. Con una temperatura di 104 K il rapporto altezza raggio diventa

10−2. Il tasso di accrescimento è dell’ordine di 1M⊙/anno
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1.2.4 Altri dischi astrofisici

Ci sono ancora altri esempi di dischi in astrofisica. Le galassie a spirali sono

dischi composti da gas e stelle. Questi differiscono dai dischi di accrescimento

poichè sono fortemente autogravitanti e non dominati dal black hole centrale.

Le stelle hanno un lungo libero cammino medio e costituiscono un sistema non

collisionale piuttosto che un fluido.

Gli anelli planetari sono dischi molto sottili composti da corpi solidi (ghi-

accio e roccia di diversi metri di dimensione) che subbiscono frequenti collisioni.

Questi condividono alcune proprietà dinamiche con i dischi di accrescimento

gassosi, ma risentono molto dell’influenza gravitazionale dei satelliti del piane-

ta, i quali ‘guidano’ l’anello e producono all’interno di esso vari tipi di sottili

strutture.

Alcuni scenari di evoluzione dei sistemi binari portano alla formazione

di binarie compatte cioè sistemi binari che coinvolgono ad esempio due nane

bianche, o una stella di neutroni e un black hole in un orbita molto stretta.

Gli oggetti spiraleggiano verso l’interno man mano che l’energia e il momen-

to angolare vengono persi dall’emissione di onde gravitazionali. Tali sistemi

(più probabilmente quelli che coinvolgono una stella di neutroni e un black

hole) sono ritenuti essere i responsabili delle potenti esplosioni conosciuti come

gamma-ray bursts

1.3 Gli agenti responsabili del trasporto del momento
angolare

Il processo di accrescimento da disco, come abbiamo visto, è una potente sor-

gente di energia per vari oggetti astrofisici ed avviene se la materia del disco

perde momento angolare. La quantità di materia che cade dipende dal tasso

con la quale il momento angolare viene estratto da ciascun elemento di fluido

orbitante e trasportato verso l’esterno. Vediamo qui brevemente quali sono

gli agenti responsabili che regolano il trasferimento di momento angolare verso

l’esterno e che quindi consentono l’accrezione di massa.

Gli agenti responsabili del trasporto del momento angolare possono essere

trovati nell’equazione della conservazione del momento angolare. Questa si

ottiene moltiplicando per R la componte azimutale dell’equazione del moto
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(Balbus,S.A., & Hawley, J.F., 1998):

∂

∂t
(ρ`) = −∇ · F` (1.4)

dove il flusso di momento angolare è

F` = ρ`u︸ ︷︷ ︸ −R
(
Bφ

4π
Bp

)
︸ ︷︷ ︸ +R

(
P +

B2
p

8π

)
eφ︸ ︷︷ ︸ −

[
Rν

3
(∇ · u) eφ + νR2∇vφ

R

]
︸ ︷︷ ︸

termine avvettivo stress di Maxwell pressioni del gas e di B stress viscoso

(1.5)

Abbiamo indicato con ρ la densità di massa, con ` = Rvφ il momento angolare

specifico, con Bp la componente poloidale del campo magnetico (B2
p = B2

R +

B2
z ), con ν la viscosità cinematica e con eφ il vettore unitario nella direzione

φ. Si noti che non ci sono termini di sorgente in questa equazione e pertanto

il momento angolare non può essere mai distrutto ma solo redistribuito nel

fluido. L’equazione (1.4) mostra che il trasporto di momento angolare può

essere compiuto in numero relativamente limitato di modi:

1. il primo termine di flusso è il trasporto avvettivo di ` cioè il trasporto del

momento angolare compiuto dal campo di velocità u.

2. il secondo termine è lo stress di Maxwell che costituisce una diretta

torsione magnetica sull’elemento di fluido.

3. i succesivi due termini rappresentano i gradienti di pressione azimutale

idrodinamico e magnetico.

4. l’ultimo termine è il trasporto di ` attraverso lo stress viscoso.

Il problema con questo ultimo termine è che la viscosità molecolare è molto

piccola nei dischi di accrescimento e il trasferimento di momento angolare verso

l’esterno prodotto dovuta alla viscosità molecolare non sarebbe abbastanza per

spiegare i tasso di accrezione osservati. Per fissare le idee, detta ν la viscosità

cinematica si ha che un pertubazione è propagata dalla diffusione viscosa su

una distanza l su un tempo scala dell’ordine di l2/ν che è circa 3×107 anni per

l = 1010 cm e ν = 105 cm2 s−1. Questo è ordini di grandezza troppo grandi per

il tempo di variabilità osservato nei dischi di accrescimento in oggetti compatti.

Per valutare se gli effetti viscosi possono essere trascurati si considera

il numero di Reynolds che misura il ‘peso’ degli effetti inerziali rispetto agli

effetti viscosi. Tale quantità (adimensionale) è data dal rapporto delle scale di
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velocità U e di lunghezza L caratteristiche del flusso in esame sulla viscosità

cinematica ν

Re =
UL

ν
(1.6)

Nei dischi, la lunghezza e la velocità caratteristica sono rispettivamente la

scala di altezza verticale H e la velocità orbitale RΩ e il numero di Reynolds

è pertanto enorne. Nei flussi con alti numero di Reynolds il contributo viscoso

alla divergenza del flusso di mometo angolare è generalmente trascurabile e

questa è, naturalmente, la ragione per cui i dischi hanno bisogno di una vis-

cosità anomala. Data l’irrilevanza del trasporto viscoso del momento, in che

modo allora il momento angolare viene perso da un dato elemento di fluido e

trasportato verso l’esterno?

Ci sono molte situazioni terrestri dove flussi con alti numeri di Reynolds

sono turbolenti. Un flusso turbolento è caratterizzato dall’interazione di vortici

su tutte le scale nel sistema attraverso il quale si ha un trasferimento a cascata

dell’energia dalle scale più grandi del moto verso quelle sempre più piccole

fino alle scale dissipative dove la viscosità trasforma tutta l’energia in calore.

L’effetto della turbolenza è quella di avere un fluido con una più alta viscosità

effettiva (ν = ν + νT dove νT è detta viscosità turbolenta) e questo sua volta

produce un più efficiente trasporto di tutte le grandezze fisiche.

Nei dischi di accrescimento, la presenza di turbolenza potrebbe quindi spiegare

il trasporto anomalo del momento angolare. Se i dischi infatti sono turbolenti,

il numero di Reynold effettivo turbolento potrebbe facilmente essere tale da

guidare l’accrescimento ai tassi richiesti dalle osservazioni.

1.4 Storia e progressi nella comprensione della sorgente
della viscosità anomala

Già dai primi studi sui dischi di accrescimento si sapeva che la sola viscosità

molecolare non poteva spiegare le propietà osservative degli oggetti che ac-

crescono e che un moto turbolento poteva essere la chiave per risolvere il

problema del trasporto del momento angolare.

Uno tra i primi più influenti articoli sui dischi è stato Shakura & Sunyaev

(1973). Qui il problema del trasporto del momento angolare è stato affrontato

assumendo una indeterminata combinazione di stress magnetico e turbolento

(la turbolenza era assunta essere di natura idrodinamica). Shakura & Sunyaev
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affermavano che mentre i campi magnetici dovevano certamente essere presen-

ti (sebbene con intensità sconosciuta), la presenza di turbolenza poteva solo

essere assunta. La turbolenza infatti, anche in un flusso con un alto numero

di Reynolds, richiede una sorgente (es. un istabilità) e il problema è che flussi

idrodinamici in rotazione differenziale, con un momento angolare che cresce

col raggio, come succede per un disco Kepleriano (` ∼ R1/2), sono stabili local-

mente rispetto a una perturbazione lineare “criterio di Rayleigh”. Comunque,

siccome i dischi di accrescimento esistono e la turbolenza è la più ragionev-

ole proposta per il meccanismo di trasporto di momento angolare Shakura &

Sunyaev sostenevano che delle sorgenti di turbolenza devono essere presenti

e proposero come candidato l’instabilità non-lineare del tipo osservato in un

semplice flusso di shear.

Qualunque sia la sorgente della turbolenza e qualunque sia la forma dello stress

risultante, la sua intensità dovrebbe essere legata alle scale fisiche principali al-

l’interno del disco, come la velocità di rotazione Ω, l’altezza scala di pressione

verticale H e la velocità del suono vs. In questo modo Shakura & Sunyaev

introdussero la parametrizzazione α per lo stress di shear WRφ

WRφ ∼ ρv2
s

(
vT
vs

)
+ ρv2

s

(
B2

4πρv2
s

)
= αρv2

s (1.7)

dove vT è la tipica velocità turbolenta. La parametrizzazione α di Shakura

& Sunyaev ha permesso sostanziali progressi sulla conoscenza dei dischi di

accrescimento.

Lynden-Bell & Pringle (1974) adottarono nei loro studi un approccio leg-

germente differente assumendo semplicemente una viscosità anomala νT e un

trasporto di momento angolare proporzionale a νT volte il tasso di shear. Ques-

ta loro assunzione può essere legato a quello di Shakura-Sunyaev ponendo

νT = αvsH come mostrato da Pringle (1981).

Negli anni successivi a questi primi lavori sui dischi caratterizzati da un

trasporto turbolento, si era creata una tendenza a considerare la sorgente di

viscosità come conosciuta (la viscosità è data da α!). Ci sono stati animati di-

battiti su come (e se) α varia con il tempo, raggio del disco e legge di rotazione

e c’erano disaccordi su quale era la corretta forma della legge di α. Queste

discussioni potevano andar bene finchè erano motivate dalle osservazioni dei

dischi, ma in assenza di una teoria fisica di base per trasporto del momento an-

golare un analisi teoricamente dettagliata di α e il significato delle dipendenze
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funzionali è un pò problematica. La parametizzazione α non è una relazione

che esprime un principio fisico. Il ruolo di alpha è simile a quello di qualsiasi

altro parametro adimensionale che caratterizza un flusso fluido, come il nu-

mero di Reynolds o il numero di Taylor: esso dà il rapporto tra il trasporto

effettivo e le scale fisiche caratteristiche nei dischi.

Recentemente sono stati fatti progressi sulla comprensione della fisica del

trasporto in dischi in rotazione differenziale. Ora sappiamo che la sorgente

del trasporto, come avevano anticipato i pionieri del campo, è dovuta alla

turbolenza e al campo magnetico e in più si è capito che queste due cause non

sono separate tra di loro: il trasporto è dovuto una turbolenza magneticamente

guidata.

1.5 Turbolenza MHD

Oggi si crede che la viscosità nei dischi di accrescimento risulti dalla turbolenza

magnetoidrodinamica. Ma perchè la turbolenza MHD riesce dove fallisce quella

idrodinamica? La ragione è che un fluido in rotazione differenziale magnetica-

mente ben accoppiato è soggetto, qualora la sua la velocità angolare decresce

verso l’esterno, ad una potente instabilità di shear locale, conosciuta come

instabilità magnetorotazionale o MRI.

L’instabilità magnetorotazionale è stata scoperta da Velikhov(1959) nel

contesto di un flusso di Couette magnetizzato verticalmente tra cilindri

che ruotano differenzialmente. La sua analisi fu poi generalizzata da

Chandrasekhar(1960). Le prime applicazioni astrofisiche furono fatte da

Fricke(1969) e Acheson(1978) a stelle in rotazione differenziale contenenti un

campo magnetico. L’instabilità è anche apparsa in studi geofisici nello stu-

dio degli interni planetari. Comunque, la più ovvia applicazione ai dischi di

accrescimento fu trascurata fino al lavoro di Balbus & Hawley (1991), più di

30 anni dopo la sua scoperta, quando mostrarono che deboli campi magntici

possono sostanzialmente alterare il criterio di stabilità nei disci di accrescimen-

to. Evidentemente il risultato di Velikhov-Chandrasekhar è stato ampiamente

trascurato o incompreso.

L’instabilità MRI è un’ instabilità locale e lineare cioè sono richieste piccole

perturbazioni intorno allo stato di equilibrio per farla nascere, la sua esistenza

è inoltre indipendente sia dall’intensità del campo magnetico che dall’orien-

tazione e il tasso di crescita è comparabile al tasso di shear del flusso. Date
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queste proprietà, questa intabilità è rilevante per lo studio dei dischi di ac-

crescimento poichè può fornire una spiegazione per il trasporto del momento

angolare che è richiesto dalle osservazioni. Infatti, una varietà di simulazioni

numeriche locali (Hawley,Gammie & Balbus 1995, 1996) e globali (Hawley

2000,2001) hanno mostrato che l’evoluzione non-lineare della MRI dà origine

ad uno stato turbolento caratterizzato da uno stress di Reynolds e Maxwell

aumentato che porta a un più efficiente trasporto del momento angolare verso

l’esterno. Questo risultato potrebbe quindi spiegare i tassi di accrescimento

osservati e quindi il riscaldamento dei dischi e la corrispondente emissione di

radiazione
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Capitolo 2

DESCRIZIONE CINETICA E
FLUIDA DEI PLASMI

Se il gas di un disco di accrescimento è abbastanza caldo da essere ionizzato

(cioè diventare plasma), esso sarà dinamicamente influenzato dal campo mag-

netico e inoltre potrà influenzare l’evoluzione del campo magnetico. In questo

lavoro ci mettiamo in questa situazione, cioè studiamo la dinamica di un flui-

do in rotazione differenziale intorno ad un corpo massivo centrale abbastanza

ionizzato (quindi perfettamente conduttore) e non auto-gravitante.

Data la natura del sistema che vogliamo studiare, questo capitolo lo dedichiamo

ad illustrare alcuni concetti basilari della fisica del plasma, in particolare dare-

mo una breve descrizione dei parametri caratteristici dei plasmi, ricaveremo

e analizzeremo le equazioni magnetoidrodinamiche che vengono generalmente

utilizzate per studiarli, li riscriveremo poi in forma conservativa da cui è più

direttamente visibile come queste esprimano i principi di conservazione della

massa, del momento, dell’energia e del flusso magnetico e infine vedremo come

un plasma in un campo magnetico supporti diversi tipi di onde lineari.

2.1 Parametri caratteristici dei plasmi

Un plasma, e in particolare nel nostro caso un gas ionizzato, è un sistema costi-

tuito da cariche elettriche libere di muoversi. Le particelle del plasma pertanto,

generano densità di carica q e densità di corrente J che a loro volta generano

campi elettrici E e campi magnetici B e questi determinano la dinamica del

sistema.

Viene a questo punto naturale chiedersi quale debba essere il grado di ion-

izzazione di un gas per poterlo considerare plasma. Una caratteristica dei

19
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plasmi è quella di avere un elevata conducibilità elettrica. Da un semplice cal-

colo della conducibilità elettrica σ di un gas parzialmente ionizzato costituito

da elettroni, ioni positivi e atomi neutri, si deduce che è sufficiente un piccolo

grado di ionizzazione χ (1-10 %) per avere un elevata conducibilità e quin-

di considerare plasma tale gas. Inoltre il grado di ionizzazione dipende dalla

temperatura e pertanto per parlare di plasma si devono avere temperature

sufficientemente alte.

Un’altra caratteristica fondamentale dei plasmi è la loro abilità a man-

tenere uno stato di quasi neutralità di carica. Questo perchè le cariche in un

plasma sono libere di muoversi e questo fa si che nell’intorno di una carica pos-

itiva vi sia una rarefazione di cariche positive ed un addensamento di cariche

negative, per cui la carica positiva risulta circondata da una regione a cari-

ca prevelentemente negativa. Di conseguenza a una certa distanza la carica

risulta schermata. Tale distanza viene chiamata lunghezza di Debye λD ed è:

λD =

√
kT

4πnee2
' 6.9T 1/2n−1/2

e (2.1)

Quindi, detta Q(r) la carica contenuta nella sfera di raggio r e centrata su una

carica positiva, la condizione di quasi-neutralità può essere espressa da

Q(λD) ' 0 (2.2)

E’ importante sottolineare che la plausibilità degli argomenti usati per stabilire

la (2.1) richiede che un grande numero di elettroni sia presente all’interno della

sfera di Debye. Per questo, la condizione di quasi-neutralità può anche essere

espressa da

neλ
3
D � 1 (2.3)

Le particelle di un plasma possiedono poi due tipi di moti: un moto or-

dinato e un moto disordinato. Il primo tipo di moto è causato da forti campi

elettrostatici derivante anche dal più lieve sbilanciamento di carica. Questo

moto genera un flusso di elettroni per ristabilire la neutralità causando oscil-

lazioni intorno alla posizione di equilibrio, dette oscillazioni di plasma, a una

frequenza caratteristica detta frequenza di plasma ωp. Poichè lo sbilanciamen-

to si ha su una distanze λD e la velocità caratteristica che si considera è la

velocità termica vT '
√
kT/m, possiamo esprimere la frequenza di plasma

come

ωp =
vT
λD

=

√
4πe2n

m
(2.4)
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In questa espressione compaiono sia la carica che la massa della particella

considerata e quindi bisognerà distinguere la frequenza di plasma degli elettroni

ωpe, da quella dei protoni ωpp e cos̀ı via. Nel caso degli elettroni si ha:

ωpe ' 5.64× 104n1/2
e

Il moto disordinato è invece causato dalle collisioni che avvengono tra le par-

ticelle del plasma. La quantità che caratterizza tali moti è la frequenza di

collisione. Per calcolarla bisogna tener presente che in un plasma le collisioni

non vanno pensate come un singolo evento che coinvolge due sole particelle ma

ogni particella, in qualunque istante, interagisce con tutte le altre all’interno

della sua sfera di Debye, le collisioni nel plasma sono perciò interazioni a molti

corpi. Senza entrare nei particolari della teoria delle interazioni a molti corpi,

diamo qui semplicemente le formule risultantenti. Per la frequenza di collisione

elettrone-elettrone si ottiene la formula:

νee = 1.43
4πe4ne

m
1/2
e (3kT )3/2

lnΛee ' 3.75neT
−3/2lnΛee (2.5)

per le collisioni tra due ioni identici di carica Ze si ha:

νii = 1.43
4πZ4e4ni

m
1/2
i (kT )3/2

lnΛii ' 8.76× 10−3niT
−3/2lnΛii (2.6)

dove il valore numerico finale si riferisce al caso di una collisione protone-

protone e infine per le collisioni elettrone-ione la teoria dà:

νei =
8(6π)1/2Z2e4m

1/2
e ni

mi(3kT )3/2
lnΛei ' 3.96× 10−3niT

−3/2lnΛei (2.7)

dove il valore numerico finale si riferisce al caso di una collisione elettrone-

protone. In tutte queste espressioni è presente il termine lnΛ conosciuto come

logaritmo Coulombiano e definto da:

lnΛ = ln(4πnλ3
D) ' 8.33− 1

2
ln(n) +

3

2
ln(T ) (2.8)

dove il valore numerico finale si riferisce al caso di un plasma di elettroni e

protoni. Come si vede, il logaritmo Coulombiano ha una debole dipendenza

dalla densità e dalla temperatura.

Le collisioni sono la causa della termalizzazione, cioè del processo che porta

popolazioni inizialmente a temperature differenti al raggiungimento dell’equi-

librio termodinamico. Durante una collisione si ha la possibilità di trasferi-

mento di energia dalla particella più energetica a quella meno energetica. In
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una collisione tra particelle di ugual massa, elettrone-elettrone o ione-ione,

le energie dopo la collisione sono le stesse. Se indichiamo con τ il tempo

caratteristico in cui le popolazioni raggiungono l’equilibrio termico, avremo:

τee ' (νee)
−1 τii ' (νii)

−1

Nel caso di una collisione elettrone-ione si ha che l’elettrone cede solo una

una frazione pari a me/mi allo ione (per rendersene conto basta applicare le

leggi della conservazione dell’impulso e dell’energia nel sistema in cui lo ione è

inizialmente fermo). Quindi la termalizzazione richiede un tempo più lungo:

τei ' (mi/me)ν
−1
ei

Ne consegue che in un plasma di elettroni e protoni τei � τii � τee e quindi la

termalizzazione di elettroni e ioni richiede tempi assai più lunghi di quelle tra

specie uguali. Gli elettroni e gli ioni in un plasma possono quindi esistere per

lunghi tempi a temperature diverse.

Vi sono infine, in presenza di un campo magnetico, altre due grandezze

caratteristiche che giocano un ruolo molto importante: la frequenza di Larmor

e la velocità di Alfvén definite rispettivamente da:

ωL =
|e|B
mc

(2.9)

vA =
B

(4πρ)1/2
=

B

(4πmini)1/2
' 2.18× 1011Bn

−1/2
i (2.10)

Si avrà quindi:

ωLe ' 1.76× 107B

ωLi =
me

mi

ωLe ' 9.58× 103B

2.2 Modelli fisici per lo studio dei plasmi

Il modello fisico che viene normalmente utilizzato per lo studio della dinamica

di un disco di accrescimento è il modello magnetoidrodinamico o MHD. Ma

sotto quali condizioni questo modello è fisicamente plausibile? I parametri di

plasma dei dischi sono tali da poterli studiare in regime MHD? Per rispondere

a queste domande vediamo brevenente come si arriva al modello MHD a partire

dalla descrizione cinetica dei plasmi (la più generale). Inoltre ci limitiamo per

semplicità al caso di un plasma costituito da protoni ed elettroni con densità

numerica np e ne e carica e e −e rispettivamente.
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2.2.1 I modelli cinetici

I modelli più generali sono i modelli cinetici che descrivono i plasmi attraver-

so un approccio statistico. In tale descrizione ci si mette nello spazio delle fasi

a 6 dimensioni (x,v) e si introduce la funzione di distribuzione f(x,v, t) che

rappresenta la densità di particelle nello spazio delle fasi ad un generico tempo

t. Nel nostro caso, in cui il plasma è costituito da protoni ed elettroni, avremo

due funzioni di distribuzione fp(x,v, t) e fe(x,v, t) rispettivamente per i pro-

toni e per gli elettroni. L’evoluzione dinamica di ciascuna di queste funzioni

fk (k=p,e) è descritta dall’equazione di Bolzmann collisionale

∂fk
∂t

+ v ·∇xfk +
F

m
·∇vfk =

(
∂fk
∂t

)
coll

(2.11)

dove
(
∂fk
∂t

)
coll

= −Fcoll
m
·∇vfk è il termine collisionale con Fcoll

m
che rappresenta

l’accelerazione subita dalle particelle per l’effetto delle collisioni e con F in-

dichiamo le forze dovute agli effetti collettivi cioè le forze generate dall’insieme

delle particelle del plasma che qui comprende solo la forza elettromagnetica(
F = e

(
E + 1

c
v×B

))
.

E’ necessario però specificare la natura delle collisioni e per ogni modello di col-

lisione avremo una diversa equazione. Se le collisioni possono essere trascurate,

ad esempio in un plasma rarefatto dominato dagli effetti collettivi, possiamo

porre a zero il termine collisionale, l’equazione che ne risulta è detta equazione

di Vlasov.

Visto che i campi elettrici E e magnetici B non sono campi esterni ma campi

generati dal plasma stesso, l’equazione cinetica (2.11) dovrà essere accoppiata

alle equazioni di Maxwell

∇× E = −1

c

∂B

∂t
(2.12)

∇×B =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
J (2.13)

∇ · E = 4πq (2.14)

∇ ·B = 0 (2.15)

Queste equazioni legano campi elettrici E e magnetici B alle distribuzioni di

carica q e di corrente J che, a loro volta, dovranno essere espressi in termini del

moto delle particelle cariche che costituiscono il plasma e quindi della funzione
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di distribuzione

q(x, t) =

∫
e(fi − fe)dv (2.16)

J(x, t) =

∫
ev(fi − fe)dv (2.17)

Quindi i campi E e B dipendono dalla funzione di distribuzione e l’equazione

cinetica sarà un equazione non lineare in f. Quando appena detto, insieme

all’elevato numero di variabili da cui dipende f (sette nel caso generale), ren-

dono molto complesso la risoluzione delle equazioni cinetiche. Queste infatti

si riescono a risolvere (analiticamente e anche con simulazioni numeriche) so-

lamente in particolari configurazioni (es. configurazioni che possiedono pro-

prietà di simmetria i quali permettono di diminuire il numero di variabili

indipendenti).

2.2.2 Il modello a due fluidi

Da un modello cinetico è possibile passare a un modello a due fluidi se

si assume collisionalità: la scala (spazio-temporale) delle collisioni è piccola

rispetto alla scala macroscopica cioè la scala in cui variano i campi medi (a

questo livello di descrizione la collisionalità è però ancora inefficiente tra specie

diverse, come vedremo fra un pò)

La collisionalità permette al plasma di raggiungere una situazione di equi-

librio termodinamico locale con temperatura Tk(x, t) in cui la funzione di

distribuzione è una Maxwelliana:

fk0(x,v, t) = nk(x, t)

(
mk

2πkTk(x, t)

)3/2

exp

(
−
mk

[
v− u(k)(x, t)

]2
kTk(x, t)

)
(2.18)

dove (v − u), detta dispersione di velocità della particella, è la differenza tra

la velocità della singola particella v e la velocità media u e rappresenta la

velocità della particella dovuta al moto di agitazione termica. Con il termine

locale intendiamo che le funzioni nk(x, t), u(k)(x, t) e Tk(x, t) variano poco su

distanze dell’ordine del cammino libero medio.

Tale condizione consente di trascurare i termini viscosi Πij = 0 e di conduzione

qi = 0 e rendere il sistema isotropo Pij = Pδij, permettendo cos̀ı di chiudere il

sistema di equazioni a due fluidi (vedi APPENDICE A-1).
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Le equazioni del modello a due fluidi sono:

∂nk
∂t

+ ∇ · (nku(k)) = 0 (2.19)

nkmk

(
∂u(k)

∂t
+
(
u(k) ·∇

)
u(k)

)
+ ∇P (k) − eknkE−

eknk
c

(u(k) ×B) = R(k)

(2.20)

∂

∂t

[
1

2
mknk

(
u(k)
)2

+
3

2
P (k)

]
+ ∇ ·

[(
1

2
mknk

(
u(k)
)2

+
5

2
P (k)

)
u(k)

]
− eknkE · u(k) = Q(k)

(2.21)

accoppiate alle equazioni di Maxwell per ∇× E e ∇×B.

Questo modello è una descrizione appropriata quando le 2 specie non

hanno ancora raggiunto l’equilibrio termodinamico tra loro. Una situazione del

genere può presentarsi in un plasma rarefatto a causa della relativa inefficienza

delle collisioni tra specie diverse. Infatti, come abbiamo visto nel paragrafo

precedente, in un plasma di protoni ed elettroni la termalizzazione (causata

dalle collisioni) tra elettroni e ioni richiede tempi assai più lunghi di quelle tra

specie uguali τei � τii � τee.

2.2.3 Il modello magnetoidrodinamico

Quando il plasma ha elevata conducibilità elettrica e un elevata frequenza di

collisione, è sempre in grado di mantenersi in condizioni di quasi neutralità

(ne ' np) e in equilibrio maxelliano locale a una temperatura locale T (x, t) =

Te(x, t) = Tp(x, t) nelle sue componenti (elettroni e protoni).

Sotto queste condizioni e mettendosi in un regime di basse frequenza, dal

modello a due fluidi si può giungere al modello a un fluido in regime

magnetoidrodinamico o MHD (vedi APPENDICE A-2).

Le equazioni del modello MHD, trascurando la viscosità, sono:

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (2.22)

ρ

(
∂

∂t
+ u ·∇

)
u = −∇P +

1

4π
(∇×B)×B (2.23)

1

γ − 1
ργ
(
∂

∂t
+ u ·∇

)(
Pρ−γ

)
=

4π

c2
ηJ2 (2.24)

∂B

∂t
= ∇× (u×B) + η∇2B (2.25)

dove η = c2

4πσ
è la diffusività magnetica (spesso chiamata anche resitività) e qui

l’abbiamo assunta costante cioè indipendenti dalle veriabili termodinamiche.
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Un caso speciale delle equazioni MHD è quello che si ottiene nel limite

di conducibilità infinita (e quindi resistività nulla). In questo caso si parla di

plasma ideale e le equazioni MHD si riducono a:

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (2.26)

ρ

(
∂

∂t
+ u ·∇

)
u = −∇P +

1

4π
(∇×B)×B (2.27)(

∂

∂t
+ u ·∇

)(
Pρ−γ

)
= 0 (2.28)

∂B

∂t
= ∇× (u×B) (2.29)

È questo un sistema di vasta applicazione in astrofisica, dove i plasmi sono

sempre caratterizzati da alta conduttività elettrica.

Un’altra utile formulazione dell’equazione del moto (2.23) si ottiene uti-

lizzando l’identità (∇ × B) × B = (B ·∇)B −∇
(
B2

2

)
. L’equazione (2.23)

allora diventa:

ρ

(
∂u

∂t
+ (u ·∇)u

)
= −∇

(
P +

B2

8π

)
+

1

4π
(B ·∇)B (2.30)

Da qui si vede che l’effetto del campo magnetico è quello di introdurre una

pressione isotropa B2/8π e una tensione lungo le linee di forza. Si noti che il

termine di tensione scompare quando il campo magnetico non varia lungo la

sua propria direzione. Quando ci sono tali variazioni, la forza che ne risulta

agisce alla volta di riportare le linee di campo nella posizione non forzata. In

un certo senso dunque, le linee di forza di B si comportano come se fossero

fatte di materiale elastico: una qualunque deformazione provoca una tensione

lungo l’elastico che tende a tornare ad una configurazione rettilinea.

L’equazione del moto nella forma (2.23) mostra che sia la pressione mag-

netica B2/8π che la pressione termica P influenzano il flusso del plasma. Un

utile parametro che indica quale delle due pressioni dominerà la dinamica del

sistema è il parametro di plasma β definito come il rapporto tra pressione del

gas e pressione magnetica

β =
P

B2/8π
=

2

γ

v2
s

v2
a

(2.31)

L’espressione è stata riscritta in termini di due velocità caratteristiche dei

plasmi: la velocità del suono politropica vs = (γP/ρ)1/2 e la velocità di Alfvèn

vA = B/(4πρ)1/2. Nelle situazioni in cui β � 1 (o equivalentemente vs � va)
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la dinamica del sistema è dominata da effetti di natura idrodinamica, mentre

quando β � 1 (o vs � va) sono gli effetti magnetici ad essere dominanti.

2.3 Leggi di conservazioni MHD

Malgrado le approssimazioni fatte, il sistema a un fluido MHD ideale costituisce

ancora un sistema complesso e presenta una ricca fenomenologia.

Per comprendere la sua struttura sono utili due strumenti di indagini: le leggi

di conservazione generali e i moti caratteristici del sistema lineare.

Scriviamo le equazioni MHD ideali in forma di legge di conservazione.

Ciascuna delle equazioni di conservazione che otterremo esprime, il tasso tem-

porale di variazione della quantità conservata, in un qualsiasi punto nel fluido,

come la divergenza (negativa) del corrispondente flusso in quel punto. L’inte-

grazione di queste equazioni su un arbitrario volume e l’utilizzo del teorema

di Gauss, ci da il tasso di variazione della quantità conservata all’interno del

volume in termini del flusso attraverso la sua superfice di contorno.

Conservazione della massa

L’equazione di continuità (2.26) è già scritta in forma conservativa:

∂ρ

∂t
= −∇ · (ρu) (2.32)

Scriviamo la forma integrale di questa equazione per un volume fissato V

integrando su tale volume ciascun termine dell’equazione. Il termine al secondo

membro è nella forma di divergenza di un flusso cos̀ı che il suo integrale di

volume può essere cambiato in integrale di superficie dal teorema di Gauss.

Quindi si ha:
∂

∂t

∫
V

ρdV︸ ︷︷ ︸ =

tasso di variazione

di massa

−
∫
S

ρudS︸ ︷︷ ︸
tasso di outflow

di massa

(2.33)

Questa equazione ci dice che il tasso di variazione di massa all’interno di un

volume fissato V deve essere uguale al tasso di inflow e outflow attraverso il

contorno S.

Conservazione del momento
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L’equazione del moto (2.30) si puo’ scrivere in forma conservativa uti-

lizzando l’equazione di continuità (2.32) e l’identità ∇ · (BB) = B ·∇B, si

ottiene:
∂

∂t
(ρu) = −∇ · (ρuu + P I−T) (2.34)

dove uu è il tensore prodotto di questi vettori, I è il tensore identità e T =
1

4π
BB− B2

8π
I è il tensore di Maxwell nel limite non relativistico.

Scriviamo ora la forma integrale di questa equazione per un volume fis-

sato V integrando su tale volume ciascun termine dell’equazione. I termini a

secondo membro sono nella forma di divergenza di un flusso cos̀ı che il loro

integrale di volume può essere cambiato in integrale di superficie dal teorema

di Gauss. Quindi si ha:

∂

∂t

∫
V

ρudV︸ ︷︷ ︸ =

tasso di variazione

del momento lineare

−
∫
S

ρuudS︸ ︷︷ ︸
tasso di outflow

del momento lineare

−
∫
S

PdS︸ ︷︷ ︸
forza superficiale netta

della pressione del gas

+

∫
S

TdS︸ ︷︷ ︸
forza superficiale netta

del tensore di Maxwell

(2.35)

Questa equazione ci dice che la forza superficiale netta sul contorno S di un

volume fissato V , è uguale al tasso di variazione del momento all’interno del

volume più il flusso uscente netto di momento attraverso il contorno.

Conservazione dell’energia

L’equazione di conservazione dell’energia totale si ottiene sommando l’e-

quazione dell’energia interna (2.28) e l’equazione dell’energia cinetica (quest’ul-

tima si ottiene moltiplicando scalarmente l’equazione del moto (2.27) per u e

usando la conservazione della massa (2.26)). Possiamo scrivere il risultato

come:

∂E
∂t

= −∇ · FE (2.36)

dove la densità di energia E comprende l’energia cinetica, interna e magnetica

E =
1

2
ρu2 +

P

γ − 1
+
B2

8π

e il flusso di energia è

FE =

(
E + P +

B2

8π

)
u− B

4π
(u ·B)
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Scriviamo ora la forma integrale di questa equazione per un volume fissato V

integrando su tale volume ciascun termine dell’equazione. I termini a secondo

membro sono nella forma di divergenza di un flusso cos̀ı che il loro integrale

di volume può essere cambiato in integrale di superficie dal teorema di Gauss.

Quindi si ha:

∂

∂t

∫
V

EdV︸ ︷︷ ︸ =

tasso di variazione

dell’energia

−
∫
S

EudS︸ ︷︷ ︸
tasso di outflow

dell’energia

−
∫
S

PudS︸ ︷︷ ︸
tasso di lavoro

dalla pressione del gas

−
∫
S

B2

8π
udS︸ ︷︷ ︸

tasso di lavoro

dalla pressione magnetica

+

∫
S

B

4π
(u ·B)dS︸ ︷︷ ︸

tasso di lavoro

dalla tensione magnetica

(2.37)

Questa equazione ci dice che il tasso di variazione dell’energia imagazzinata

all’interno di un volume fissato V deve essere uguale al flusso uscente netto

di energia attraverso il contorno S più il tasso di lavoro fatto sul gas dalle

pressioni (del gas e campo magnetico) e dalla tensione magnetica.

Conservazione del flusso magnetico

È meno ovvio che l’equazione di evoluzione per il campo magnetico è una

equazione di conservazione. Questo è conosciuta come il teorema del flusso con-

gelato dimostrato da Alfven nel 1942. Alfvèn ha mostrato che una conseguenza

dell’equazione
∂B

∂t
= ∇× (u×B) (2.38)

è che il flusso magnetico Φ attraverso una qualunque superfice S limitata

da una linea chiusa C che si muove insieme al plasma è costante nel tem-

po (Figura 2.1). Infatti al muoversi della linea chiusa C con il plasma, il flusso

Φ =
∫
S

B · dS può variare per due effetti distinti: (1) variazione locale di B

col tempo e (2) la variazione della superfice S deformata dal moto (perdita di

flusso laterale):

d

dt

∫
S

B · dS =

∫
S

∂B

∂t
· dS +

∮
C

B · u× dl

Scambiando tra lo loro le operazioni di prodotto vettoriale e prodotto scalare

e utilizzando il teorema di Stock per convertire l’integrale di linea in integrale

di superfice si vede che:

d

dt

∫
S

B · dS =

∫
S

(
∂B

∂t
−∇× (u×B)

)
· dS (2.39)
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Figura 2.1: Flusso Magnetico attraverso una superfice S limitata da una linea chiusa
C che si muove con il plasma

Quindi, se vale la (2.38), il flusso rimane costante, cioè il flusso è trasportato

senza variazioni: il campo è congelato nel plasma.

L’insieme delle equazioni MHD ideale conservative possono essere riscritti

nella forma compatta

∂U

∂t
= −∇ · (FU) (2.40)

dove

U =


ρ
ρu
B
E

 FU =


ρu

ρuu + P I−T
uB−Bu(

E + P + B2

8π

)
u− B

4π
(u ·B)

 (2.41)

sono rispettivamente il vettore delle variabili conservative e il corrispondente

vettore del flusso.

2.4 Onde lineari in regime MHD ideale

Una caratteristica essenziale dei plasmi è la capacità di sostenere vari tipi onde

i quali definiscono la dinamica del trasporto del momento e dell’energia.

Noi qui discutiamo le onde lineari in regime MHD ideale che sono onde a bassa

frequanza, ma esistono anche onde in regimi diversi, fluidi o cinetici.

La base di partenza per lo studio delle onde lineari MHD è rappresentata dalle
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equazioni MHD ideale che qui riscriviamo

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0

ρ

[
∂u

∂t
+ (u ·∇)u

]
= −∇P +

1

4π
(∇×B)×B

∂P

∂t
+ (u ·∇)P = −γP∇ · u (2.42)

∂B

∂t
= ∇× (u×B)

A queste equazioni applichiamo un’analisi perturbativa lineare che consiste nel

considerare un stato di equilibrio e sottoporlo a una perturbazione lineare.

Consideriamo qui un equilibrio statico (u = 0) con campi di densità, pressione,

e magnetici uniformi

ρ = ρ0 P = P0 B = B0 (2.43)

e sottoponiamolo ad una generica perturbazione lineare cioè a una pertur-

bazione dei campi la cui ampiezza sia molto più piccola dei corrispettivi valori

dei campi all’equilibrio. Questo vuol dire che se indichiamo con δρ, δP , δu

e δB le perturbazioni rispettivamente del campo di densità, di pressione, di

velocità e magnetico, deve risultare che:

|δρ| << |ρ0| |δP | << |P0| |δu| << vs |δB| << |B0|

si noti che per la velocità, la teoria lineare richiede generalmente che la per-

turbazione sia meno della velocità del suono. La velocità del flusso di base da

sola è generalmente irrilevante nello stabilire la linearità di una perturazione

poichè il moto assoluto non può influire sulla fisica locale.

Inserendo nel sistema MHD (2.42) per ogni generico campo f il valore di

tale campo all’equilibrio più la perturbazione (f0 + δf(x, t)) e linearizzando le

equazioni (teniamo solo i termini del primo ordine), otteniamo:

∂δρ

∂t
= −ρ0(∇ · δu)

ρ0
∂δu

∂t
= −∇δP +

1

4π
[(∇× δB)×B0]

∂δP

∂t
= −ρ0v

2
s(∇ · δu)

∂δB

∂t
= ∇× (δu×B0)
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dove abbiamo introdotto la velocità del suono v2
s = γP0/ρ0. Le equazioni

MHD linearizzate possono essere semplificate introducendo lo spostamento la-

grangiano ξ(x, t) che è legato alla perturbazione di velocità euleriana δu dalla

relazione

δu =
∂ξ

∂t
+ (u ·∇)ξ − (ξ ·∇)u = ∂ξ/∂t

Scegliendo opportune condizioni iniziali si ottiene:

δρ = −ρ0(∇ · ξ)

ρ0
∂2ξ

∂t2
= −∇δP +

1

4π
[(∇× δB)×B0]

δP = −ρ0v
2
s(∇ · ξ)

δB = ∇× (ξ ×B0)

La linearità delle equazioni permette, per risolverlo, di utilizzare il metodo

dei modi normali (APPENDICE B) per cui una qualunque perturbazione può

essere scomposta in componenti di Fourier. Poichè i coefficienti in queste

equazioni lineari non dipendono da nessuna coordinata, la trasformata di Fouri-

er può essere applicata a tutte le coordinate. Quindi ciascun campo perturbato

δf può essere decomposta in componenti di Fourier nella forma:

δf(x, t) = δfke
ik·x−iωt (2.44)

dove k è il numero d’onda (un intero) e ω è la frequenza d’onda. Sostituiamo

i modi normali nelle equazioni linearizzate otteniamo il seguente sistema di

equazioni per le trasformate (per semplicità di notazione abbiamo indicato con

δf inveve che con δfk la trasformata di Fourier del generico campo perturbato

δf)

δρ = −iρ0(k · ξ) (2.45)

−ω2ρ0ξ = −ikδP +
i

4π
[(k× δB)×B0] (2.46)

δP = −iρ0v
2
s(k · ξ) (2.47)

δB = ik× (ξ ×B0) (2.48)

Sostituendo le espressioni per δP e δB nell’equazione del moto, scrivendo B0 =

B0eb e introducendo la velocità di Alfvèn v2
a = B0/4πρ0, si ottiene un’equazione

per la sola ξ:

ω2ξ = v2
sk(k · ξ) + v2

a {k× [k× (ξ × eb)]× eb} (2.49)
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2.4.1 Onde magnetiche

Consideriamo dapprima per semplicità il caso in cui gli effetti della comprim-

ibilità, rappresentati dalla presenza di v2
s , siano trascurabili. Sviluppando

successivamente i tripli prodotti vettoriali contenuti nella (2.49) si ottiene la

seguente espressione

ω2ξ = v2
a

{
(k · eb)2ξ + [(k · ξ)− (k · eb)(ξ · eb)] k− (k · ξ)(k · eb)eb

}
(2.50)

Moltiplicando scalarmente questa equazione per eb si vede che

ξ · eb = 0

cioè che gli spostamenti ξ, e quindi le velocità, delle particelle sono perpendi-

colari alla direzione del campo magnetico B0. Introducendo questa condizione

nella (2.50) e moltiplicando scalarmente per k si ottiene

(ω2 − k2v2
a)(k · ξ) = 0 (2.51)

Questa equazione ha due possibili soluzioni (k · ξ = 0) oppure (ω2 = k2v2
a) che

ora esamineremo

• Onde di Alfven (k · ξ = 0)

La condizione k · ξ = 0, equivale nello spazio ordinario a ∇ · ξ = 0,

implica che le perturbazioni sono incomprimibili. Naturalmente, ciò non

significa che il plasma sia incomprimibile, ma semplicemente che le per-

turbazioni non provocano variazioni di densità e di pressione (2.45, 2.47).

Introducendo questa condizione nella (2.50) otteniamo la relazione di

dispersione

ω2 = (k · eb)2v2
a = k2v2

acos2θ (2.52)

dove θ è l’angolo tra il vettore di propagazione k e la direzione del campo

magnetico imperturbato B0. Moltiplicando scalarmente per eb la (2.48)

si vede che

δB · eb = 0 (2.53)

che mostra come anche le perturbazioni megnetiche siano perpendicolari

alla direzione del campo magnetico B0. Queste onde, dette onde di Alfven

(Figura 2.2) sono quindi delle onde trasversali per quel che riguarda sia

gli spostamenti che il campo magnetico.
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Figura 2.2: Onde di Alfvén (caso θ = 0◦)

La relazione di dispersione per le onde di Alfvèn, mostra che la loro

velocità di fase vf =
(
ω
k

)
ek dipende dall’angolo di propagazione rispetto

a B0

vf = ±(vacosθ)ek

Poichè nella relazione di dispersione (2.52) compare solo la componente

di k lungo la direzione di B0, la velocità di gruppo è diretta come eb

vg = ±vaeb

Si vede da qui che anche se l’onda di Alfvèn si propaga in una direzione

diversa da quella di B0, l’energia associata all’onda si propaga lungo B0.

Utilizzando ancora una volta l’espressione per δB data dalla (2.48), la

condizione (2.53) e la relazione di dispersione (2.52) si ricava facilmente

una relazione tra la velocità δu = (∂ξ/∂t) → −iωξ e la perturbazione

del campo magnetico δB
δB

B0

= ±δu
va

(2.54)

Questa relazione caratterizza in maniera precisa le onde di Alfvèn. Dal-

la precedente equazione segue che il rapporto tra l’energia cinetica e

l’energia magnetica dell’onda:

Ecin
Emag

=
1
2
ρ0U

2

B0

8π

= 1

e quindi in un’onda di Alfvèn l’energia si equipartisce tra le due forme

cinetica e magnetica.

L’origine fisica delle onde di Alfvèn può essere intuita consierando la

forma della forza magnetica linearizzata

Fmag(linearizzata) ∝ (k× δB)×B0 − (B0 · δB)k
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Il primo termine di questa equazione è legato alla tensione magnetica,

mentre il secondo è connesso con la pressione magnetica (come si capisce

facilmente considerando che è la forma linearizza del termine ∇(B2/8π)).

Poichè quest’ultimo termine è nullo a causa della (2.54), se ne conclude

che le onde di Alfvèn sono un effetto della tensione magnetica.

• Onde di Alfven comprimibili k · ξ 6= 0

Se k · ξ 6= 0 la soluzione della (2.51) è semplicemente

ω2 = k2v2
a (2.55)

Si tratta quindi di onde comprimibili con velocità di fase e velocità di

gruppo isotrope ed uguali tra loro: uf = ug = ±vaek.

2.4.2 Onde magnetosoniche

Reintroduciamo ora gli effetti della comprimibilità del mezzo, utilizzando la

forma completa della (2.49) e sviluppiamo i tripli prodotti vettoriali. Si ottiene

la seguente espressione

ω2ξ = v2
s(k·ξ)k+v2

a

{
(k · eb)2ξ + [(k · ξ)− (k · eb)(ξ · eb)] k− (k · ξ)(k · eb)eb

}
(2.56)

Seguendo lo stesso procedimento adottato per le onde magnetiche,

moltiplichiamo scalarmente la precedente equazione per eb e per k, ottenendo

ω2(ξ · eb) = v2
s(k · ξ)(k · eb) (2.57)

e [
ω2 − k2(v2

s + v2
a)
]

(k · ξ) = −k2v2
a(k · eb)(ξ · eb (2.58)

• Se (k · ξ) = 0 la (2.57) implica che anche (ξ · eb) = 0 e, utilizando questi

risultati nella (2.56), ritroviamo la relazione di dispersione per le onde di

Alfvèn

ω2 = k2v2
acos2θ

Le onde di Alfvèn (incomprimibili) sono quindi una soluzione anche nel

caso in cui la comprimibilità del mezzo viene tenuta in conto.

• Se (k · ξ) 6= 0, possiamo moltiplicare la (2.58) per (k · eb) e utilizzare la

(2.57) per ottenere la seguente equazione:

ω4 − ω2k2(v2
s + v2

a) + v2
sv

2
ak

4cos2θ = 0
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Figura 2.3: Onde magnetosoniche (caso θ = 90◦)

Le due soluzioni (in ω2) della precedente equazione fornisce le relazioni

di dispersione delle onde magnetosoniche (Figura 2.3)

(ω
k

)2

=
1

2

[
(v2
s + v2

a)±
√
v4
s + v4

a − 2v2
sv

2
acos2θ

]
(2.59)

I due modi corrispondenti rispettivamente al segno più e al segno meno

nella (2.59) sono detti onda magnetosonica veloce e onda magnetosonica

lenta. L’onda di Alfvèn, come si vede, ha una velocità di fase intermedia

tra le due.

2.5 Equazioni MHD ideale in coordinate cilindriche

Per trattare problemi in cui il flusso di base è circolare, come supporremo

nel prossimo capitolo, è conveniente utilizzare un sistema di coordinate polari

cilindriche (R, φ, z). Le equazioni MHD ideali scritte in componenti sono:

∂ρ

∂t
+

1

R

∂

∂R
(ρRuR) +

1

R

∂

∂φ
(ρuφ) +

∂

∂z
(ρuz) = 0

∂uR
∂t

+ (u ·∇)uR −
u2
φ

R
= −1

ρ

∂

∂R

(
P +

B2

8π

)
+

1

4πρ

[
(B ·∇)BR −

B2
φ

R

]
− ∂Φ

∂R

∂uφ
∂t

+ (u ·∇)uφ +
uRuφ
R

= − 1

Rρ

∂

∂φ

(
P +

B2

8π

)
+

1

4πρ

[
(B ·∇)Bφ +

BRBφ

R

]
∂uz
∂t

+ (u ·∇)uz = −1

ρ

∂

∂z

(
P +

B2

8π

)
+

1

4πρ
(B ·∇)Bz −

∂Φ

∂z
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∂BR

∂t
+ (u ·∇)BR = (B ·∇)uR −BR(∇ · u)

∂Bφ

∂t
+ (u ·∇)Bφ +

uRBφ

R
= (B ·∇)uφ +

BRuφ
R
−Bφ(∇ · u)

∂Bz

∂t
+ (u ·∇)Bz = (B ·∇)uz −Bz(∇ · u)

∂P

∂t
+

1

R

∂

∂R
(PRuR) +

1

R

∂

∂φ
(Puφ) +

∂

∂z
(Puz) = (1− γ)P (∇ · u)

dove:

u ·∇ = uR
∂

∂R
+
uφ
R

∂

∂φ
+ uz

∂

∂z

B ·∇ = BR
∂

∂R
+
Bφ

R

∂

∂φ
+Bz

∂

∂z

∇ · u =

(
1

R

∂

∂R
(RuR) +

1

R

∂uφ
∂φ

+
∂uz
∂z

)
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Capitolo 3

MODELLI DI EQUILIBRIO DI
UN DISCO IN ROTAZIONE

In questo capitolo costruiamo dei modelli di equilibrio per un disco di accre-

sciemeto contenente un campo magnetico. Il modello di disco che adottiamo

consiste in un fluido in rotazione differenziale intorno a un corpo massivo cen-

trale perfettamente conduttore e non auto-gravitante.

Nel costruire le configurazioni di equilibrio del nostro modello di disco dis-

tinguiamo due casi: (1) il caso in cui gli effetti del campo magnetico sono

trascurabili (β � 1); (2) il caso in cui bisogna invece tenerne conto (β � 1).

Infine presentiamo due modelli di equilibrio (adiabatico e isotermo) nell’ap-

prossimazione di disco sottile e facciamo vedere come in questo caso è possibile

trascurare il gradiente di pressione radiale rispetto alla forza di gravità lungo

R. Sotto tali circostanze è quindi possibile assumere un equilibrio Kepleriano.

3.1 Stati di equilibrio di un plasma ideale

Una possibile soluzione delle equazioni magnetoidrodinamiche ideali (2.26-

2.29) è quella che rappresenta lo stato di equilibrio del sistema cioè lo sta-

to in cui nessuna delle variabili che descrive il sistema è funzione del tempo

( ∂
∂t

= 0).

All’equilibrio tutte le grandezze fisiche assumono un insieme di ben precisi

39



40 Capitolo 3. MODELLI DI EQUILIBRIO DI UN DISCO IN ROTAZIONE

valori (ρ, P , u, B) legati tra loro dall’equazione:

∇ · (ρu) = 0 (3.1)

ρ(u ·∇)u = −∇P −∇
(
B2

8π

)
+

1

4π
(B ·∇)B− ρ∇Φ (3.2)

(u ·∇)P = −γP∇ · u (3.3)

∇× (u×B) = 0 (3.4)

Queste sono le equazioni di equilibrio stazionarie (u = u(x)) e un sistema che

si trovi in tale stato di equilibrio vi rimarrà fino a quando non intervengono

cambiamenti nelle forze che agiscono sul sistema o nelle condizioni al contorno.

La presenza di un campo magnetico non implica però necessariamente una

forza magnetica diversa da zero. Per questo possiamo distinguere due classi di

equilibri:

1. Equilibri senza forza magnetica

Questi equilibri si possono presentare in due casi, come si vede

dall’espressione della forza magnetica scritta come

Fm =
1

c
(J×B) =

1

4π
(∇×B)×B

• Quando J = 0, nel qual caso si parla di campi potenziali. In questo

caso infatti, ∇×B = 0 e quindi il campo può essere rappresentato

come il gradiente di una funzione scalare, il potenziale magnetico

• Quando J 6= 0, è sufficiente che J sia parallela a B

2. Equilibri in presenza di forza magnetica

Questi equilibri si presentano quando J 6= 0 e non è parallelo a B. In

questi casi la natura anisotropa delle forze magnetiche rende più com-

plessa la struttura degli equilibri. Tuttavia, come abbiamo visto nel

precedente capitolo, quando β � 1 gli effetti della forza magnetica sulla

configurazione di equilibrio sono trascurabili rispetto a quelli dovuti ai

gradienti di pressione e l’equilibrio diventa a tutti gli effetti un equilibrio

idrostatico

Nei prossimi paragrafi vedremo due possibili configurazioni di equilibrio,

soluzione dell’equazione (3.2), per un disco di accrescimento:

• Configurazione di disco spesso o toro

• Configurazione di disco sottile
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3.2 Disco di accrescimento toroidale

Un possibile stato di equilibrio per un disco è quello di un fluido ruotante

assisimmetrico stazionario. Un tale sistema è caratterizzato dal fatto che le

grandezze fisiche che lo descrivono non variano se ci spostiamo lungo la di-

rezione della rotazione. Quindi di fatto ci troviamo di fronte a un problema a

due dimensioni.

Per la simmetria assiale del sistema è conveniente quindi utilizzare un

sistema di coordinate cilindriche (R, φ, z) con origine al centro del disco e con

l’asse z coincidente con l’asse di simmetria in modo tale che le variabili che

descrivono il sistema non sono funzioni della coordinata azimutale φ ( ∂
∂φ

= 0)

ma dipendono solo da R e z. In tale sistema di riferimento pertanto, il fluido

si muove solo lungo la direzione azimutale u = uφ(R, z)êφ.

Assumiamo inoltre che il campo magnetico che attraversa il toro abbia

solo la componente toroidale B = Bφ(R, z)êφ (non sono disponibili soluzioni di

equilibrio analitiche in presenza di campo magnetico e velocità non toroidale).

Sotto queste assunzioni, i campi di densità, pressione, velocità e magnetico

possono essere scritti

ρ = ρ(R, z) P = P (R, z) u =

 0
uφ(R, z)

0

 B =

 0
Bφ(R, z)

0


(3.5)

Inoltre, il termine avvettivo e il termine di tensione magnetica si riducono ad

una espressione molto semplice:

(u ·∇)u = −
u2
φ

R
êR (3.6)

(B ·∇)B = −
B2
φ

R
êR (3.7)

Analizziamo ora la configurazione di questo equilibrio distinguendo due casi:

quello in cui β � 1 e quello in cui β . 1.

3.2.1 Disco di accrescimento toroidale con β � 1

Assumiamo di trovarci nella situazione in cui β � 1 (o equivalentemente v2
s �

v2
A) in cui risulta che la forza magnetica è molto più piccola dei gradienti di

pressione. In questa caso per stabilire la configurazione di equilibrio possiamo

trascurare il contributo della forza magnetica.
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Figura 3.1: Bilancio delle forze che agiscono su un elemento di fluido nel piano z-R

L’ equazione di equilibrio (3.2) si riduce a:

1

ρ
∇P = −∇Φ + Ω2RêR (3.8)

e scritta in componenti è

1

ρ

∂P

∂R
= −∂Φ

∂R
+ Ω2R (3.9)

1

ρ

∂P

∂z
= −∂Φ

∂z
(3.10)

dove RΩ(R, z) = uφ(R, z). L’equazione di equilibrio, scritta in questo modo,

ci permette subito di notare una proprietà caratteristica di questa configura-

zone e cioè che il vettore definito dalla somma vettoriale delle accelerazioni

gravitazionale e centrifuga, chiamata gravità effettiva, è ovunque ortogonale

alle superfici di pressione costante (superfici isobare) (figura 3.1).

Stratificazione del toro - Modelli politropici

Una volta fissato il campo gravitazionale esterno Φ(R, z), la stratifi-

cazione del toro dipende dalla legge che lega la pressione P (R, z) alla densità

ρ(R, z) e dal profilo della velocità angolare Ω(R, z).

Per un disco come per molti altri fluidi astrofisici si usa come equazione

di stato la legge dei gas perfetti :

P =
ρkT

µmH

(3.11)

dove k ' 1.38 × 10−16ergK−1 è la costante di Bolzman, mH ∼ mp ' 1.67 ×
10−24g è la massa dell’atomo di idrogeno e µ è il peso molecolare medio.
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Noi qui inoltre facciamo l’ipotesi barotropica cioè supponiamo che la pressione

dipenda solo dalla densità P = P (ρ) e fra tutte i tipi di dipendenza scegliamo

una dipendenza di tipo politropico che ha la forma:

P = P0

(
ρ

ρ0

)1+ 1
n

= P0

(
ρ

ρ0

)γ
(3.12)

dove n l’indice politropico e ρ0 e P0 sono rispettivamente la densità e la pres-

sione del gas in una posizione di riferimento. Esistono diversi tipi di equilibrio

possibili in base al tipo di fluido che si considera:

• per un gas adiabatico monoatomico (n = 3
2
) =⇒ P ≈ ρ

5
3

• per un gas isoterma (n→∞) =⇒ P ≈ ρ(T = cost)

• per un fluido omogeneo (n→ 0) =⇒ P n = knρn+1(ρ = cost)

In un fluido barotropico si può far vedere che la velocità angolare Ω è in-

dipendente dalla coordinata verticale z (∂Ω/∂z = 0) cioè la velocità angolare

è costante su superfici cilindriche centrate sull’asse di rotazione (Ω = Ω(R)).

Questo è una versione del teorema di Taylor-Proudman il quale afferma che

sotto certe condizioni la velocità in un fluido in rotazione è indipendente

dall’altezza. Noi qui assumiamo una curva di rotazione che ha la forma

Ω(R) = Ω0

(
R0

R

)q
(3.13)

dove q è una costante e R0 e Ω0 sono rispettivamente una distanza di riferimen-

to e la velocità angolare a quella distanza. Secondo il teorema di Poincarè-

Wavre il fatto che la Ω sia costante su cilindri è equivalente alle seguenti

affermazioni:

• la gravità effettiva può essere derivata da un potenziale

• la stratificazione è tale che le superfici a P , ρ, Φ costanti coincidono

• la gravità effettiva è ortogonale a queste superfici

Vediamo adesso come l’ipotesi politropica (3.12) ci permette di scrivere

l’equazione di equilibrio (3.8) in termini di un’unica funzione potenziale

Ψ(R, z).

La (3.12) ci permette di definire la funzione entalpia h(ρ) definita come

dP (ρ)

ρ
= dh(ρ) (3.14)
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dove d denota una derivata lungo una qualunque coordinata (R, z). Integrando

viene fuori che

h =

∫
dP

ρ
=

γ

γ − 1

P

ρ
=

v2
s

γ − 1
(3.15)

La (3.12) implica, come abbiamo visto, una velocità angolare Ω indipen-

dente dalla coordinata z (∂Ω/∂z = 0). Questo ci permette di introdurre un

potenziale rotazionale Φrot tale che

Ω2RêR = ∇Φrot (3.16)

Integrando e considerando l’espressione della velocità angolare (3.13) si ottiene:

Φrot =

∫
Ω2(R′)R′dR′ = − 1

2q − 2
L2

0R
−2q+2 (3.17)

dove L0 = Ω0R
q
0 e abbiamo eliminato la costante di integrazione cos̀ı che Φrot

sparisce a R→∞.

Tenendo conto delle equazioni (3.14) e (3.16), l’equazione di equilibrio

(3.8) può essere scritta in termini di un’unica funzione potenziale Ψ(R, z) =

h+ Φ− Φrot tale che

∇Ψ(R, z) = ∇(h+ Φ− Φrot) = 0 (3.18)

Integrando ed esplicitando in vari termini si ottiene

h(R, z)− GM

(R2 + z2)
1
2

+
1

2q − 2
L2

0R
−2q+2 = C (3.19)

dove C è la costante di integrazione.

Assumiamo ora q = 2, cioè un profilo di velocità angolare Ω = Ω0(R0/R)2.

Questo ci porta a un toro con un momento angolare specifico costante

nell’intero spazio.

L = R2Ω = R2
0Ω0 = L0 (3.20)

In questo caso il potenziale rotazionale diventa Φrot = −L2
0/2R

2 e l’equazione

di equilibrio (3.19) si scrive

h(R, z)− GM

(R2 + z2)
1
2

+
L2

0

2R2
= C (3.21)

Per specificare l’equilibrio è conveniente introdurre il raggio caratteristico

Rc definito come la distanza dall’asse di rotazione di massima entalpia ∇h = 0

(e quindi di massima densità e pressione). Questa distanza si ottiene facilmente
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mettendosi nel piano z = 0 e risolvendo l’equazione (3.18) con ∇h = 0, cioè

l’equazione
GM

R2
c

− L2
0

R3
c

= 0 (3.22)

Si vede subito che a questa distanza la velocità di rotazione uφ = L0/Rc è

uguale alla velocità Kepleriana vK0 = (GM/Rc)
1/2 e il momento angolare

specifico costante L0 si scrive

L2
0 = GMRc (3.23)

Inoltre a Rc l’entalpia h si scrive

h(Rc, 0) = C +
GM

Rc

− L2
0

2R2
c

(3.24)

Utilizzando la (3.23) e mettendo in evidenza la GM/Rc, l’equazione (3.21)

può essere riscritta:

h(R, z) =
GM

Rc

(
Rc

(R2 + z2)
1
2

− 1

2

R2
c

R2
− C ′

)
(3.25)

dove C ′ = −CRc/GM . Vediamo che i parametri che descrivono la struttura

del toro idrodinamico i questo modello sono γ, Rc e C ′.

Il contorno del toro (la superficie a entalpia zero) è dato da

1

2

(
Rc

R

)2

−
(

R2
c

R2 + z2

) 1
2

+ C ′ = 0 (3.26)

I valori R± in cui il contorno interseca il piano z = 0 è ottenuto mettendo

z = 0 e risolvendo l’equazione (3.26) per Rc/R. Otteniamo

R± =
Rc

1∓
√

1− 2C ′
(3.27)

dove R+ corrisponde al punto più esterno del toro e R− al punto più interno.

Una misura della distorsione d del toro ci è data dalla quantità adimensionale

d =
1
2
(R+ +R−)

Rc

= (2C ′)−1 (3.28)

Più è grande d, più la sezione del toro si discosta dalla forma circolare e quindi

il toro diventa più disteso.

Range dei parametri

Come si vede dalla (3.27), le configurazioni delimitate esistono solo se

0 < 2C ′ < 1



46 Capitolo 3. MODELLI DI EQUILIBRIO DI UN DISCO IN ROTAZIONE

• Per 2C ′ vicino a 1, l’anello è piccolo e non distorto cos̀ı che ha quasi una

sezione circolare.

• Come 2C ′ decresce a zero, il toro diventa man man sempre più disteso

e quando 2C ′ = 0 il punto più interno diventa R− = 1
2
Rc e il punto più

esterno R+ =∞

• Quando 2C ′ < 0 la configurazione si estende all’infinito e una pressione

finita deve essere fornito a R =∞

3.2.2 Disco di accrescimento toroidale con β . 1

Assumiamo di trovarci nella situazione in cui β . 1 (o equivalentemente vs .

vA) in cui risulta che la forza magnetica è comparabile o maggiore del gradiente

di pressione. In questo caso dobbiamo tener conto anche degli effetti del campo

magnetico per stabilire la configurazione di equilibrio.

Assumiamo inoltre, che il momento angolare specifico sia costante nel-

l’intero spazio (L = R2Ω = R2
0Ω0 = L0), sebbene è immediato estendere la

presente trattazione a una qualsiasi distribuzione di momento angolare.

L’ equazione di equilibrio (3.2) si riduce a:

1

ρ
∇P = −∇Φ + Ω2RêR −

Bφ

4πρ
∇Bφ −

1

4πρ

B2
φ

R
êR (3.29)

e scritta in componenti è

1

ρ

∂P

∂R
= −∂Φ

∂R
+ Ω2R− Bφ

4πρR

∂

∂R
(RBφ) (3.30)

1

ρ

∂P

∂z
= −∂Φ

∂z
− Bφ

4πρ

∂Bφ

∂z
(3.31)

dove RΩ(R, z) = uφ(R, z).

Stratificazione del toro - Modelli politropici

La stratificazione del toro in questo caso, oltre che dalla legge che lega

la pressione P (R, z) alla densità ρ(R, z) e dal profilo di velocità angolare

Ω(R, z), dipende anche dal profilo del campo magnetico Bφ(R, z).

Vediamo ora, come abbiamo fatto nel caso β << 1, sotto quali assunzioni

riusciamo a scrivere l’equazione di equilibrio (3.29) in termini di un’unica

funzione potenziale Ψ(R, z).
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Come prima, ci mettiamo nell’ipotesi politropica P = Kργ e scegliamo

una curva di rotazione che ha la forma Ω(R) = Ω0(R0/R)q. Queste assunzioni,

come abbiamo visto, ci permettono di scrivre il termine di pressione come:

1

ρ
∇P = ∇h con h =

γ

γ − 1

P

ρ
=

v2
s

γ − 1
(3.32)

dove h è la funzione entalpia e il termine di rotazione come:

Ω2RêR = ∇Φrot con Φrot = − L2
0

2R2
(3.33)

dove Φrot rappresenta il potenziale rotazionale e L0 = Ω0R
2
0. Queste assunzioni

non bastano per ottenere l’equazione di equilibrio nella forma desiderata. Per

raggiungere il nostro obbiettivo, dobbiamo introdurre una funzione Φmag tale

che

− Bφ

4πρ
∇Bφ −

1

4πρ

B2
φ

R
êR = ∇Φmag (3.34)

Questo è possibile se assumiamo che la velocità di Alfvén vA sia una funzione

di RBφ e in particolare assumiamo l’espressione:

v2
A =

B2
φ

4πρ
=

(4πH)1/γ

4π
(RBφ)2(γ−1)/γ (3.35)

dove H è una costante. Si noti che la velocità di Alfvén è costante quando

γ = 1. Integrando la (3.34) e utilizzando la (3.35) si ottene:

Φmag =

∫
− Bφ

4πρ
∇Bφ−

1

4πρ

B2
φ

R
êR =

γ

2(γ − 1)

(4πH)1/γ

4π
(RBφ)2(γ−1)/γ =

γv2
A

2(γ − 1)
(3.36)

Si noti che il quadrato della velocità di Alfvén può anche essere scritta

(elevando alla γ la (3.35)) come

v2
A = H(ρR2)γ−1 (3.37)

Tenendo conto delle equazioni (3.32), (3.33) e (3.34), l’equazione di

equilibrio (3.8) può essere scitta in termini di un’unica funzione potenziale

Ψ(R, z) = h+ Φ− Φrot − Φmag tale che

∇Ψ(R, z) = ∇(h+ Φ− Φrot − Φmag) = 0 (3.38)

Integrando ed esplicitando in vari termini si ottiene

v2
s

γ − 1
− GM

(R2 + z2)
1
2

+
L2

0

2R2
+

γv2
A

2(γ − 1)
= C (3.39)
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dove C è la costante di integrazione.

Per specificare l’equilibrio è conveniente introdurre il raggio caratteristico

Rc definito come la distanza dall’asse di rotazione dove la velocità del suono

è massima (e quindi l’entalpia è massima ∇h = 0). Questa distanza Rc si

ottiene mettendosi nel piano z = 0 e risolvendo l’equazione (3.38) con ∇h = 0

cioè l’equazione
GM

R2
c

− L2
0

R3
c

+
γv2

Ac

Rc

= 0 (3.40)

Si vede subito che a questa distanza il momento angolare specifico costante L0

si scrive:

L2
0 = GMRc + γv2

AcR
2
c (3.41)

e la velocità del suono vsc si scrive

v2
sc = (γ − 1)

[
C +

GM

Rc

− L2
0

2R2
c

− γv2
Ac

2(γ − 1)

]
(3.42)

Per specificare l’equilibrio, è anche conveniente riscrivere la velocità di

Alfvén, utilizzando la (3.37), in termini della velocità del suono e delle quantità

al raggio caratteristico Rc

v2
A = v2

Ac

R2(γ−1)v2
s

R
2(γ−1)
c v2

sc

(3.43)

Utilizzando la (3.41) e (3.43) e mettendo in evidenza GM/Rc, l’equazione

(3.44) può essere riscritta come

v2
s

γ − 1
=
GM

Rc

[
Rc

(R2 + z2)
1
2

− R2
c

2R2
− γv2

AcR
3
c

2GMR2
− Rc

GM

γv2
Ac

2(γ − 1)

R2(γ−1)v2
s

R
2(γ−1)
c v2

sc

− C ′
]

(3.44)

dove C ′ = −CRc/GM . Vediamo che i parametri che descrivono la struttura

del toro MHD in questo modello sono γ,Rc, C
′ e vAc.

Il contorno del toro (la superficie a entalpia zero) è dato da

1

2

(
Rc

R

)2

+
γv2

AcRc

2GM

(
Rc

R

)2

−
(

R2
c

R2 + z2

) 1
2

+ C ′ = 0 (3.45)

I valori R± in cui il contorno interseca il piano z = 0 è ottenuto mettendo

z = 0 e risolvendo l’equazione (3.45) per Rc/R. Otteniamo

R± =
Rc

(
1 +

γv2AcRc
GM

)
1∓

√
1− 2C ′

(
1 +

γv2AcRc
GM

) (3.46)
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Figura 3.2: Modello di Disco Sottile

dove R+ corrisponde al punto più esterno del toro e R− al punto più interno.

Una misura della distorsione d del toro ci è data dalla quantità adimensionale

d =
1
2
(R+ +R−)

Rc

= (2C ′)−1 (3.47)

Più è grande d, più la sezione del toro si discosta dalla forma circolare e quindi

il toro diventa più disteso.

3.3 Disco di accrescimento sottile - Equilibrio kepleri-
ano

In molti casi il flusso di gas del disco è molto confinato al piano orbitale (figu-

ra 3.2). In questo caso, se indichiamo H e R∗ le scale tipiche verticale e radiale

del disco, si ha:

H << R∗ (3.48)

Quando è soddisfatta la condizione (3.48) si dice che siamo nell’ approssi-

mazione di disco sottile. In tale approssimazione il potenziale gravitazionale

Φ(R, z), diventa:

Φ = − GM

(R2 + z2)1/2
≈ −GM

R

(
1− z2

2R2

)
(3.49)

e pertanto le componenti R e z del campo di gravità diventano:

gR = −∂Φ

∂R
≈ −GM

R2

(
1− 3

2

z2

R2

)
≈ −GM

R2

gz = −∂Φ

∂z
≈ −GMz

R3

(
1− 3

2

z2

R2

)
≈ −GMz

R3

Come prima, facciamo l’ipotesi politropico P = Kργ in modo tale che la ve-

locità angolare sia indipendente dalla coordinata z (Ω = Ω(R)).
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Sotto queste assunzioni i campi di densità, pressione e velocità all’equilibrio

possono essere scritti

ρ = ρ(R, z) P = P (R, z) u =

 0
RΩ(R)

0

 (3.50)

dove RΩ(R) = uφ(R). L’equazione di equilibrio (3.2), scritta in componenti,

si riduce a:

1

ρ

∂P

∂R
= −GM

R2
+ Ω2R (3.51)

1

ρ

∂P

∂z
= −GMz

R3
(3.52)

Nell’approssimazione di disco sottile è inoltre possibile assumere un equilibrio

Kepleriano cioè un equilibrio in cui la velocità azimutale (o la velocità angolare)

è:

uφ = ukep =

(
GM

R

) 1
2

o Ω = Ωkep =
(GM)

1
2

R
3
2

(3.53)

Questo tipo di equilibrio corrisponde ad una situazione in cui il gradiente di

pressione radiale può essere trascurato rispetto alle altre forze lungo R in modo

tale che l’equazione di equilibrio radiale (3.10) diventa

GM

R2
= ΩR (3.54)

e che quindi la velocità azimutale si riduca a quella kepleriana (3.53). Ver-

ifichiamo questa assunzione facendo un’analisi dimensionale delle equazioni

idrostatica indicando con H e R∗ le scale tipiche verticale e radiale del disco

e assumendo una relazione isoterma P ∼ c2
sρ dove cs è la velocità del suono

isoterma. L’equazione (3.52) ci da:

c2
s

H
∼=
GMH

R3
∗

da cui segue:

cs <<

(
GM

R∗

)1/2

(3.55)

cioè la velocità kepleriana locale in un disco sottile è altamente supersonica.

Facendo ora il rapporto tra il termine di pressione e il termine di gravità

dell’equazione (3.51) si ottiene:

c2
s/R

GM/R2
∼=

c2
s

GM
R



3.3. Disco di accrescimento sottile - Equilibrio kepleriano 51

che è molto piccolo e quindi ci permette di trascurare il gradiente di pressione

radiale rispetto alla forza di gravità lungo R.

Quindi mettendoci nell’approssimazione di disco sottile abbiamo che la

velocità azimutale uφ0 è Kepleriana e altamente supersonica.

3.3.1 Stratificazione verticale del disco sottile - Modelli politropici

Vediamo qui due modelli di fluidi che vengono spesso utilizzati per costruire

gli equilibri: gas adiabatico (n = 3/2 per un gas monoatomico) e gas isoterma

(n→∞)

• Modello adiabatico

Un importante modello di disco che viene usato è il disco adiabatico in cui

si assume che la pressione e la densità sono legati dall’equazione politrop-

ica (3.12) con γ = 5/3 per un gas adiabatico monoatomico.

Con questa equazione le onde sonore si propagano con velocità cs data

da:

c2
s =

dP

dρ
= γ

P

ρ
=

γkT

µmH

Sostituendo questa relazione nell’equazione di equilibrio verticale si ha:

K

ρ

∂ργ

∂z
= −Ω2z

da cui

Kγργ−2dρ = −Ω2zdz

integrando questa equazione si ottinene il profilo di densità e poi il profilo

di pressione (elevando alla γ):

ρ = ρ0

(
1− z2

H2
s

) 1
γ−1

(3.56)

P = P0

(
1− z2

H2
s

) γ
γ−1

(3.57)

dove ρ0 e P0 = Kργ0 sono la densità e la pressione a z = 0 e Hs è l’altezza

scala politropica che rappresenta l’altezza alla quale la densità e pressione

si annullano ed è data da:

H2
s =

2γP0

(γ − 1)Ω2ρ0
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• Modello isotermo

Un altro modello di disco è il disco isotermo in cui si fa l’assunzione che la

temperatura del fluido T è costante all’interno di un certo strato. In tale

strato si ha quindi, usando la legge dei gas perfetti (3.11), la relazione

isoterma:

P =
kT

µmH

ρ (3.58)

Con questa equazione le onde sonore si propagano con velocità cs data

da:

c2
s =

dP

dρ
=

kT

µmH

da cui la relazione isoterma diventa P = v2
sρ. Sostituendo questa

relazione nell’equazione di equilibrio verticale si ha:

c2
s

ρ

∂ρ

∂z
= −Ω2z

da cui
dρ

ρ
= dlogρ = −Ω2

c2
s

zdz

integrando questa equazione si ottinene il profilo di densità e poi il profilo

di pressione (moltiplicando per c2
s):

ρ = ρ0e
− z2

H2 (3.59)

P = P0e
− z2

H2 (3.60)

dove ρ0 e P0 = c2
sρ0 sono la densità e la pressione a z = 0 e H è l’altezza

scala isoterma che rappresenta l’altezza alla quale la densità e la pressione

diminuiscono di un fattore e ed è data da:

H =
√

2cs/Ω

Tale quantità è pertanto una buona misura dello spessore del disco.



Capitolo 4

STABILITÀ LINEARE
IDRODINAMICA

In questo capitolo discutiamo la stabilità di un fluido non magnetizzato in

rotazione differenziale soggetto a una perturbazione lineare. Tale analisi ci

porterà, in approssimazione locale e restringentoci a perturbazioni assisim-

metriche, al criterio di stabilità di Høiland il quale afferma che un fluido non

magnetizzatto in rotazione differenziale è localmente stabile rispetto a una per-

turbazione lineare assisimetrica se e solo se l’entropia specifica non decresce

verso l’esterno e il momento angolare specifico aumenta col raggio lungo le su-

perfici di entropia costante. Questo risultato è più che sufficiente a garantire la

stabilità locale e lineare per modelli di dischi Kepleriani politropici (s = cost,

` ∼ R1/2).

4.1 Concetto di Instabilità

Nel precedente capitolo abbiamo visto che all’equilibrio tutte le grandezze

fisiche assumono un insieme di ben precisi valori i quali definiscono uno stato

in cui le forze in gioco hanno una risultante nulla. L’esistenza di un equilibrio

però, non garantisce la sua stabilità infatti qualora uno o più di questi val-

ori vengono variati, l’equilibrio non può essere mantenuto ed il sistema evolve

dinamicamente.

Noi qui ci limiteremo ad un’analisi di stabilità lineare cioè analizzeremo

la dinamica di un equilibrio soggetto a piccole perturbazioni (piccole nel senso

specificato nel paragrafo 2.4). La domanda a cui vogliamo in pratica rispon-

dere è la seguente: se il sistema viene linearmente perturbato, la perturbazione

diminuirà gradualmente in modo tale che il sistema ritorni allo stato di equi-

53



54 Capitolo 4. STABILITÀ LINEARE IDRODINAMICA

librio o crescerà in ampiezza in modo tale che il sistema progressivamente si

allontani dallo stato di equilibrio senza mai ritornarci? Nel primo caso, l’e-

quilibrio è detto stabile, nel secondo caso l’equilibrio è detto instabile. Il caso

intermedio, cioè quello in cui la perturbazione non cambia il perfetto bilanci-

amento delle forze, viene chiamato equilibrio marginale.

E’ importante osservare che un sistema può essere considerato stabile solo se

lo è rispetto a qualunque pertubazione mentre deve essere considerato instabile

anche se lo è rispetto ad un solo tipo di perturbazione.

Ma cosa sarà in grado di dirci l’analisi di stabilità lineare sulle sorti del

nostro sistema? Nel complesso potrà dirci se il sistema tenderà a tornare ver-

so la posizione di equilibrio, dando origine ad una dinamica oscillatoria, o ad

allontanarsene, ma non potrà dirci nulla sullo stato finale dell’evoluzione in-

fatti, se l’analisi lineare porta a una crescita in ampieza delle perturbazioni,

non è detto che si abbia la transizione alla turbolenza poichè può succedere

che la perturbazione cresca fino ad ampiezze finite e raggiunga un nuovo stato

di equilibrio. La teoria lineare può al meglio descrivere solo l’inizio del pro-

cesso di transizione alla turbolenza. Inoltre un flusso reale può essere stabile

a perturbazioni infinitesime (stabilità lineare) ma possono anche essere in-

stabili a perturbazioni sufficentemente grandi (instabilità non lineare). Queste

limitazioni dell’analisi di stabilità lineare devono sempre essere tenuti presenti.

4.2 Stabilità di sistemi in rotazione differenziale

Nel 1917 Rayleigh dimostrà, che un fluido inviscido incopressibile in rotazione

differenziale è stabile a condizione che il momento angolare aumenti allon-

danandosi dall’asse di rotazione (tale condizione di stabilità è stata poi gener-

alizzata da Solberg al caso di un fluido barotropico). Nel prossimo paragrafo

dimostreremo questo risultato utilizzando un’analisi perturbativa lineare. Qui

mostriamo come tale condizione di stabilità può essere facilmente spiegata

sfruttando il principio di conservazione del momento angolare di ciascuna par-

ticella di fluido quando questa è leggermente spostata dalla sua posizione di

equilibrio.

Consideriamo un fluido di densità uniforme in rotazione differenziale in-

torno ad un asse di simetria; sia uφ(R) il profilo di velocità stabilito dall’equi-

librio tra forze di gravità e di pressione. Si consideri in particolare un elemento

fluido che ha velocità di rotazione uφ0 al raggio R0 e lo si allontani dall’asse
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di rotazione portandolo al raggio R1 > R0. Per la conservazione del momen-

to angolare la sua velocità di rotazione diverrà (R0

R1
)uφ0 cui corrisponderà una

forza centrifuga (
R2

0

R3
1
)u2

φ0. Si hanno essenzialemente tre possibilità sulle sorti

dell’elemento di fluido in base alla relazione tra la sua nuova velocità e quella

prevista dalla configurazione di equilibrio iniziale cioè uφ1:

1. l’elemento rimarrà in equilibrio nella posizione raggiunta se la nuova

velocità è uguale a uφ1

2. l’elemento verrà spinto a raggi ancora maggiore (instabilità) se la nuova

velocità è maggiore di uφ1

3. l’elemento verrà spinto verso la posizione originaria R0 (stabilità) se la

nuova velocità è minore di uφ1

Pertanto la condizione di stabilità di un sistema in rotazione differenziale può

essere scritta, in termini di forze centrifughe, come:

R2
0u

2
φ0

R3
1

<
u2
φ1

R1

ossia, usando la velocità angolare Ω = uφ/r:

(R2
0Ω2

0)2 < (R2
1Ω2

1)2 (4.1)

Il calcolo perturbativo, come ora vedremo, porta alla condizione di stabilità

perfettamente equivalente (d(R2Ω)2

dR
> 0) che è nota come criterio di Rayleigh.

4.3 Analisi di stabilità lineare

Consideriamo un fluido non magnetizzato in rotazione differenziale in equilibrio

assisimmetrico stazionario. In tale equilibrio i campi di densità, pressione, e

velocità sono

ρ = ρ(R, z) P = P (R, z) u =

 0
RΩ(R, z)

0

 (4.2)

Sottoponiamo ora questo stato ad una piccola perturbazione e vediamo come

tale perturbazione evolve nel tempo. La dinamica di ciascun elemento di flu-

ido è descritta, come abbiamo visto nel capitolo 2, dal seguente sistema di
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equazioni:

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0

ρ

[
∂u

∂t
+ (u ·∇)u

]
= −∇P − ρ∇Φ (4.3)

∂P

∂t
+ (u ·∇)P = −γP∇ · u

Inseriamo nel sistema (4.3) per ogni generico campo f il valore di tale campo

all’equilibrio più la perturbazione (f(R, z) + δf(R, φ, z, t)) e linearizziamo le

equazioni (teniamo solo i termini del primo ordine). Si noti che il campo di

gravità non è perturbato (δΦ = 0) poichè abbiamo considerato solo quello

esterno che è indipendente dalle perturbazioni presenti nel fluido. Si ottiene:

∂δρ

∂t
+ ∇ · (ρδu + δρu) = 0

∂δu

∂t
+ (u ·∇)δu + (δu ·∇)u = −1

ρ
∇δP − δρ

ρ2
∇P

∂δP

∂t
+ (u ·∇)δP + (δu ·∇)P = −γP (∇ · δu)− γδP (∇ · u)

scritte in componenti sono:

∂δρ

∂t
+

1

R

∂

∂R
(RρδuR) +

1

R

∂

∂φ
(ρδuφ + δρRΩ) +

∂

∂z
(ρδuz) = 0

∂δuR
∂t

+ Ω
∂δuR
∂φ
− 2Ωδuφ = −1

ρ

∂δP

∂R
+
δρ

ρ2

∂P

∂R

∂δuφ
∂t

+ Ω
∂δuφ
∂φ

+

(
∂(ΩR)

∂R
+ Ω

)
δuR +R

∂Ω

∂z
δuz = − 1

ρR

∂δP

∂φ

∂δuz
∂t

+ Ω
∂δuz
∂φ

= −1

ρ

∂δP

∂z
+
δρ

ρ2

∂P

∂z

∂δP

∂t
+Ω

∂δP

δφ
+δuR

∂P

∂R
+
δuφ
R

∂P

∂φ
+δuz

∂P

∂z
= −γP

(
1

R

∂(RδuR)

∂R
+

1

R

∂δuφ
∂φ

+
∂δuz
∂z

)
Queste equazioni descrivono l’evoluzione delle perturbazioni e la loro

risoluzione sarà in grado di dirci se il sistema è stabile o no.

La linearità del sistema ci permette, per risolverlo, di utilizzare il metodo

dei modi normali (APPENDICE B). Poichè i coefficienti di queste equazioni

lineari (i campi all’equilibrio) dipendono dalle coordinate R e z, la trasformata

di Fourier può essere applicata solo alle coordinate φ e t. Quindi un generico

campo perturbato δf può essere decomposto in componenti di Fourier nella

forma:

δf(R, φ, z, t) = δfk(R,m, z, ω)eimφ−iωt (4.4)
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dove m è il numero d’onda azimutale (un intero) e ω è la frequenza d’onda.

Sostituiamo ora i modi normali nelle equazioni linearizzate ottenendo il

seguente sistema di equazioni per le trasformate (per semplicità di notazione

indichiamo con δf inveve che con δfk la trasformata di Fourier del generico

campo perturbato δf e omettiamo la dipendenza (R,m, z, ω) nelle ampiezze

di Fourier):

−iω̄δρ+ δu ·∇ρ = −ρ
(

1

R

∂(RδuR)

∂R
+
imδuφ
R

+
∂δuz
∂z

)

−iω̄δuR − 2Ωδuφ = −1

ρ

∂δP

∂R
+
δρ

ρ2

∂P

∂R

−iω̄δuφ +
1

R
δu ·∇(R2Ω) = −imδP

ρR

−iω̄δuz = −1

ρ

∂δP

∂z
+
δρ

ρ2

∂P

∂z

−iω̄δP + δu ·∇P = −γP
(

1

R

∂(RδuR)

∂R
+
imδuφ
R

+
∂δuz
∂z

)
dove ω̄ = ω −mΩ0 è la frequenza dell’onda Doppler sciftata cioè la frequenza

misurata in un sistema di riferimento che ruota con la velocità angolare locale

del fluido.

Possiamo combinare queste equazioni in una singola equazione differenziale.

Eliminiamo, innazitutto, δuφ e δρ per ottenere:(
ω̄2 − A

)
δuR −Bδuz = −iω̄

ρ

(
∂δP

∂R
− ∂P

∂R

δP

γP

)
+ 2Ω

imδP

ρR
(4.5)

−CδuR +
(
ω̄2 −D

)
δuz = −iω̄

ρ

(
∂δP

∂z
− ∂P

∂z

δP

γP

)
(4.6)

dove:

A =
2Ω

R

∂(R2Ω)

∂R
− 1

ρ

∂P

∂R

(
1

γP

∂P

∂R
− 1

ρ

∂ρ

∂R

)
B =

2Ω

R

∂(R2Ω)

∂z
− 1

ρ

∂P

∂R

(
1

γP

∂P

∂z
− 1

ρ

∂ρ

∂z

)
C = −1

ρ

∂P

∂z

(
1

γP

∂P

∂R
− 1

ρ

∂ρ

∂R

)
D = −1

ρ

∂P

∂z

(
1

γP

∂P

∂z
− 1

ρ

∂ρ

∂z

)
i quali, come si vede, coinvolgono i gradienti verticali e radiali del momento

angolare specifico (` = R2Ω) e dell’entropia specifica (s = cp(γ
−1 ln P− ln ρ)+
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costante per un gas ideale politropico). Si può far vedere che B = C cos̀ı

che la matrice M =

(
A B
C D

)
è simmetrica. Infatti prendendo il rotore

dell’equazione di equilibrio (3.8) si ottiene

−R∂Ω2

∂z
eφ = ∇P ×∇

(
1

ρ

)
da cui si deduce facilmente che B = C. Possiamo poi eliminare δuR e δuz

ottenendo la seguente equazione differenziale parziale del secondo ordine(
ω̄2 −D

) ∂2δP

∂R2
+ 2B

∂2δP

∂R∂z
+
(
ω̄2 − A

) ∂2δP

∂z2
+ (termini in δP e ∇P ) = 0

(4.7)

Questa è un’equazione abbastanza complicata ma molto generale che descrive

il comportamento di una generica pertubazioni lineari in un flusso in rotazione

differenziale assisimmetrico in un campo gravitazionale di una massa centrale.

4.4 Analisi locale

È possibile ottenere una relazione di dispersione algebrica faccendo un’ analisi

di stabilità locale. Questa analisi, come vedremo, è però valida solo per per-

turbazioni con lunghezze d’onda corte.

Per questo scopo scegliamo un punto all’interno del sistema r0 = (R0, φ0, z0)

e intorno ad esso espandiamo tutte le quantità di equilibrio in serie di Tay-

lor mantenedo solo i termini di ordine zero delle coordinate ξR = R − R0 e

ξz = z − z0. Si ottiene un’equazione differenziale parziale del secondo ordine

lineare nelle variabili locali per le quantità perturbate con coefficienti costanti(
ω̄2 −D

) ∂2δP

∂ξ2
R

+ 2B
∂2δP

∂ξR∂ξz
+
(
ω̄2 − A

) ∂2δP

∂ξ2
z

+ (termini in δP e ∇P ) = 0

(4.8)

dove ora A, B, C e D sono valutati nel punto (R0, z0). Questa è una buona

approssimazione purchè le deviazioni (ξR, ξz) siano piccole comparate alle scale

di lunghezza caratteristiche nelle direzioni radiali e verticali (LR, Lz) cioè alle

scale di lunghezza sulla quale ci sono significative variazioni nelle quantità

all’equilibrio. Quindi la condizione di validità dell’analisi locale è

ξR << LR ξz << Lz (4.9)

In questo limite possiamo quindi decomporre in componenti di Fourier il campo

perturbato δP anche nelle altre due coordinate spaziali, cioè possiamo scrivere:

δP (ξR, ξz) = δPk(kR, kz)e
i(kRξR+kzξz) (4.10)
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dove kR e kz sono rispettivamente i numeri d’onda radiale e verticale (sono in-

teri). Sostituendo i modi normali nell’equazione linearizzata (4.8), otteniamo la

seguente equazione per la trasformata δPk (per semplicità di notazione indichi-

amo con δP invece che con δPk la trasformata di Fourier di δP e omettiamo

la dipendenza (kR, kz))

−
(
ω̄2 −D

)
k2
R − 2BkRkz −

(
ω̄2 − A

)
k2
z = 0 (4.11)

Questo poichè le derivate seconde sono i termini più grandi. L’equazione (4.11)

fornisce la relazione di dispersione locale per il fluido. Per consistenza, la

validità dell’analisi è ora ristretta ai modi con numeri d’onda tali che:

kRLR >> 1 kzLz >> 1 (4.12)

Indicando con e = (kz/|k|)eR − (kR/|k|)ez un vettore unitario meridionale

ortogonale a k, la soluzione della relazione di dispersione è

ω̄2 = Ae2
R + 2BeRez +De2

z = Q(e) (4.13)

dove Q è la forma quadratica associata alla matrice M (Q(e) = eT · M ·
e). Questo mostra che pacchetti d’onda piane localizzate possono esistere con

lunghezze d’onda arbitrariamente corte, a condizione che

λ− < ω̄2 < λ+

dove λ± sono gli autovalori di M che si ottengono risolvendo l’equazione

caratteristica |M− λI| = 0 cioè l’equazione:

λ2 − (A+D)λ+ AD −B2 = 0 (4.14)

Se λ− < 0, comunque, ci sono soluzioni di questa forma che crescono

esponenzialmente nel tempo, indicando instabilità.

4.5 Criterio di Solberg-Høiland

Può essere utile introdurre lo spostamento lagrangiano ξ che è legato alla

perturbazione di velocità euleriana δu dalla relazione:

δu =
∂ξ

∂t
+ (u ·∇)ξ − (ξ ·∇)u −→

δuR = −iω̄ξR
δuφ = −iω̄ξφ −Rξ ·∇Ω
δuz = −iω̄ξz
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Le equazioni (4.5) e (4.6) diventano allora:(
ω̄2 − A

)
ξR −Bξz =

1

ρ

(
∂δP

∂R
− ∂P

∂R

δP

γP

)
+ 2Ω

imδP

ρR
(4.15)

−BξR +
(
ω̄2 −D

)
ξz =

1

ρ

(
∂δP

∂z
− ∂P

∂z

δP

γP

)
(4.16)

dove la perturbazione di pressione euleriana δP è data in termini di ξ

dall’equazione

δP = −ξ ·∇P − γP∇ · ξ

Le equazioni (4.15) e (4.16) per la trasformata di Fourier della ξ(kR,m, kz, ω)

(ricordiamo che abbiamo eliminato il pedice ’k’ alle trasformate) costituiscono

un problema agli autovalori per ω ma non è autoaggiunto o Hermitiano tranne

quando m = 0 (ricordiamo che una condizione necessaria affinchè gli autoval-

ori siano numeri reali, è che si abbia un operatore Hermitiano). Noi qui ci

limitiamo al caso m = 0 che corrisponde a una perturbazione assisimmetrica.

Le equazioni (4.15) e (4.16) allora diventano(
ω̄2 − A

)
ξR −Bξz =

1

ρ

(
∂δP

∂R
− ∂P

∂R

δP

γP

)
(4.17)

−BξR +
(
ω̄2 −D

)
ξz =

1

ρ

(
∂δP

∂z
− ∂P

∂z

δP

γP

)
(4.18)

Mostriamo ora che in questo caso l’operatore lineare, rappresentato dalla

matrice simmetrica M, è Hermitiano (⇒ ω2 reale). Moltiplichiamo la prima

equazione per ρξ∗R e la seconda per ρξ∗z (dove ξ∗R,ξ∗z sono i complessi coniugati

di ξR,ξz) e integriamo sul volume V del fluido (usando le condizioni al contorno

δP = 0) per ottenere:

ω2

∫
V

ρ
(
|ξR|2 + |ξz|2

)
dV =

∫
V

[
ρQ(ξ) + ξ∗ ·∇δP − δP

γP
ξ∗ ·∇P

]
dV

=

∫
V

[
ρQ(ξ)− δP

γP
(γP∇ · ξ∗ + ξ∗ ·∇P )

]
dV

=

∫
V

(ρQ(ξ) +
|δP |2

γP
)dV

(4.19)

dove

Q(ξ) = A|ξR|2 +B(ξ∗Rξz + ξ∗zξR) +D|ξz|2 = (ξ∗Rξ
∗
z )

(
A B
B D

)(
ξR
ξz

)
(4.20)

è ora la forma Hermitiana associata con la matrice M. La relazione integrale

(4.19) mostra perciò che ω2 è reale.
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Poi il principio variazionale (Tassoul 1978) assicura che l’instabilità per

perturbazioni assisimmetriche si presenta se e solo se l’integrale sul lato destro

può, per un adeguato spostamento ξ, diventare negativo. Questo implica che

se Q è definito positivo (⇒ ω2 > 0), possiamo concludere che la configurazione

di equilibrio (4.2) è dinamicamente stabile a una perturbazione assisimmetrica.

Ora gli autovalori λ± di M sono entrambi positivi se e solo se:

A+D > 0 (4.21)

AD −B2 > 0 (4.22)

Se queste condizioni sono soddisfatte in ogni parte del fluido allora Q > 0

(⇒ ω2 > 0) cos̀ı che il fluido è stabile a una perturbazione assisimmetrica.

Usando ` = R2Ω (momento angolare specifico) e s = cp(γ
−1lnP − lnρ) +

costante (entropia specifica per un gas ideale politropico), abbiamo

A =
`

R3

∂`2

∂R
− gR
cp

∂s

∂R

B =
`

R3

∂`2

∂z
− gR
cp

∂s

∂z
= −gz

cp

∂s

∂R

D = −gz
cp

∂s

∂z

cos̀ı che le due condizioni diventano

1

R3

∂`2

∂R
− 1

cp
g ·∇s > 0 (4.23)

−gz
(
∂`2

∂R

∂s

∂z
− ∂`2

∂z

∂s

∂R

)
> 0 (4.24)

Questi sono i criteri di stabilità di Høiland e ci dicono che un fluido non

magnetizzato in rotazione differenziale è dinamicamente stabile rispetto a una

perturbazione assisimmetrica se e solo se sono soddisfatte le due seguenti con-

dizioni: (1) l’entropia specifica s non decresca verso l’esterno e (2) il momento

angolare specifico ` aumenti con R lungo le superfici di entropia costante

Nel limite di rotazione nulla (` = 0), le condizioni (4.23) e (4.24) si

riducono al criterio di Schwarzschild per la stabilità convettiva

− 1

cp
g ·∇s ≡ N2 > 0 (4.25)

il quale implica che l’entropia cresce sempre verso l’esterno in un sistema sferico

stabile.
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Nel caso di un fluido barotropico (s = costante) la condizione di stabilità (4.23)

diventa
∂`2

∂R
> 0 (4.26)

il quale afferma che il momento angolare specifico deve necessariamente au-

mentare con R per la stabilità. Questo è il criterio di Solberg e generalizza

a un fluido barotropico il ben conosciuto criterio di Rayleigh per un fluido

inviscido incompressibile.

L’analisi di stabilità lineare idrodinamica ci ha portato ad un criterio suffi-

ciente per garantire la stabilità locale e lineare per modelli di dischi Kepleriani

politropici (s = cost, ` ∼ R1/2). Per questi sistemi pertanto un analisi di

stabilità lineare non spiega il trasporto di momento angolare verso l’esterno.



Capitolo 5

STABILITÀ LINEARE
MAGNETOIDRODINAMICA

Nel precedente capitolo abbiamo visto che la stabilità, in un gas non magne-

tizzato in rotazione differenziale soggetto a una perturbazione lineare assisim-

metrica, è governata dal criterio di Høiland (che si riduce al criterio di Rayleigh

nel caso di entropia costante) da cui si è dedotto che un disco Kepleriano è

localmente stabile a una perturbazione lineare assisimmetrica e quindi non sp-

iega il trasportare del momento angolare verso l’esterno.

In questo capitolo mostriamo che l’aggiunta di un debole campo magnetico

genera un criterio di instabilità che ha la stessa forma del caso puramente

idrodinamico ma con i gradienti di momento angolare sostituiti dai gradienti

della velocità angolare. In questo modo dischi Kepleriani che primano erano

stabili sono ora localmente instabili a una perturbazione lineare assisimmetrica.

5.1 Instabilità magnetorotazionale

Prima di analizzare l’instabilità magnetorotazionale in una situazione molto

generale vediamo un caso molto semplice che è meno formale ma che ci da

una descrizione più fisicamente intuitiva di questa instabilità la cui dinamica

è molto semplice, invocando solo il concetto di tensione magnetica in presenza

di una forza rotazionale.

5.1.1 Calcolo formale

Il più semplice sistema fluido che mostra l’instabilità è un disco di gas assisim-

metrico attraversato da un campo magnetico debole verticale B = Bez, dove

63
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Figura 5.1: Schema di un disco ruotante assisimmetrico attraversato da un campo
magnetico verticale

ez è il versore nella direzione z (figura 5.1). Come abbiamo visto nel capitolo 3,

il campo magnetico, se debole, non ha nessun effeto sull’equilibrio del disco che

pertanto risulta bilanciato dalle forze gravitazionale e rotazionale (nel piano)

e il flusso all’equilibrio consiste di elementi di fluido in orbite circolari. Im-

maginiamo ora di spostare un elemento di fluido dalla sua orbita di un valore

ξ = (ξR, ξφ, 0) nel piano del disco. La dipendenza spaziale e temporale dello

spostamento è una semplice onda piana

ξ = ξ′eikz−iωt (5.1)

che definisce il numero d’onda verticale k e la frequenza angolare ω.

Non è difficile mostrare che l’equazione di induzione porta a:

δB = ∇× (ξ ×B) = ikBξ δBz = ξz = 0

e la forza di tensione magnetica per unità di massa è poi

1

4πρ
(B ·∇)δB =

ikB

4πρ
δB = −(k · vA)2ξ

Questa è esattamente la forma di una forza di tipo elastica, linearmente pro-

porzionale allo spostamento. In altre parole la tensione magnetica si comporta

come se fosse una molla armonica, con una forza di richiamo opposta allo

spostamento del fluido (figura 5.2).

Le forze di pressione non sono importanti poichè non c’è nessun gradiente

di pressione della perturbazione nel piano del disco.
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Figura 5.2: Evoluzione di una linea di campo magnetico nella MRI

Andiamo ora in un sistema di riferimento che ruota a una velocità angolare Ω

di un orbita caratteristica. In questo sistema di riferimento, in aggiunta alla

forza tensione magnetica, dobbiamo aggiungere la forza di Coriolis−2Ω×dξ/dt
e la forza centrifuga RΩ2eR. Il secondo è esattamente bilanciato dalla forza

gravitazionale solo nella posizione dell’orbita caratteristica e la residua forza

mareale ammonta a −ξdΩ2/d ln R. Le equazioni del moto per lo spostamento

dell’elemento di fluido sono quindi:

ξ̈R − 2Ωξ̇φ = −
(

dΩ2

d ln R
+ (k · vA)2

)
ξR

ξ̈φ − 2Ωξ̇R = −(k · vA)2ξφ

dove i termini Ω e dΩ2/d ln R sono ora quantità costanti visto che il nostro

calcolo è locale. Queste equazioni, che sono le equazioni WKB per un nu-

mero d’onda verticale in un disco magnetizzato, sono anche le equazioni che

descrivono due masse puntiforme connessi da una molla con costante elastica

(k · vA)2 che orbitano. Le soluzioni di queste equazioni, nella forma di onde

piane (5.1), soddisfano la relazione di dispersione

ω4 − ω2
(
κ2 + 2(k · vA)2

)
+ (k · vA)2

(
(k · vA)2 +

dΩ2

d ln R

)
= 0

Quando il campo magnetico non c’è ritroviamo la relazione ω2 = κ2. Quando

invece non c’è rotazione ritroviamo la doppia radice ω2 = (k · vA)2, i modi

di Alfvèn e lenti. Ma la caratteristica realmente rilevante di questa relazione
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di dispersione è che per numeri d’onda abbastanza piccoli l’ultimo termine

costante nell’equazione quartica sarà sempre negativo se la velocità angolare

decresce verso l’esterno. Questo significa che uno dei modi, e può essere mostra-

to che corrisponde alle onde lente, è instabile. Questa è l’instabilità magne-

torotazionale o MRI.

A piccoli k il tasso di crescita della instabilità cresce linearmente con k ma

quando

k2v2
A >

∣∣∣∣ dΩ2

d ln R

∣∣∣∣
il tasso di crescita va a zero e l’instabilità non è più presente. Perciò ci sono dei

valori di k per il quale il tasso di crescita è massimo. Per un disco Kepleriano

questo tasso di crescita massimo è 0.75Ω a kvA = 0.97Ω. Il tasso di crescita

massimo è indipendente dall’intesità del campo magnetico. Il campo magneti-

co semplicemente stabilisce la scala del numero d’onda alla quale il tasso di

crescita è massimizzato ma non influisce sulla magnitudine del tasso di crescita

stesso. Secondo il nostro risultato qualunque campo magnetico destabilizzerà

il disco con le ampiezze dei modi più instabili che crescono di un fattore in

eccesso di 100 ciascuna orbita.

La relazione di dispersione può essere risolta esattamente per ω(k) e analizza-

ta in dettaglio. Il modo della relazione di dispersione che aumenta più veloce

avviene quando:

(kvA)2 = −1

4

(
1 +

κ2

4Ω

)(
dΩ2

d ln R

)
e corrisponde a

|ωmax| =
1

2

∣∣∣∣ dΩ

d ln R

∣∣∣∣
Abbiamo già notato che per un disco Kepleriano, questo è kvA = 0.97Ω e

|ωmax| = 0.75Ω. Il fattore di amplificazione esponenziale è impressionante. In

termini del periodo orbitale T

e0.75∗2πt/T = e4.712t/T

o un fattore di 111 per ciascuna orbita. Ricordiamo che questo è indipendente

dall’intensità del campo magnetico.

5.1.2 Descrizione qualitativa

Perchè una semplice forza di tipo elastico, la cui intensità è linearmente pro-

porzionale alla distanza, risulta una cos̀ı potente instabilità? Poichè il campo
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Figura 5.3: Analogia del caso di due masse connesse da una molla

magnetico è esattamente analogo alla molla, consideriamo il comportamento

di due masse mi e m0 connesse da una molla (figura 5.3). Supponiamo che

mi parte un pò più vicino alla massa centrale Mc e che quindi orbita legger-

mente più veloce di m0. La molla si allunga e esercita un momento torcente

su entrambe le masse tirando mi verso l’interno e m0 verso l’esterno. Questo

è il trasferimento di momento angolare da mi a m0. La perdita di momento

angolare forza mi ad un orbita più vicina a Mc mentre il guadagno di momento

angolare muove m0 verso l’esterno. In un’orbita più strettamente legata mi si

muove anche più velocemente mentre m0, in un orbita più distante, si muove

più lentamente. La molla perciò continua ad allungarsi e il trasferimento di

momento angolare è un processo che corre via. Il campo magnetico che lega i

due elementi di fluido fa esattamente la stessa cosa che fa la nostra molla.

5.2 Analisi di stabilità lineare

Esaminiamo ora il comportamento della MRI in circostanze più generali. I

risultati che otterremo saranno applicabili sia ad un disco spesso non-kepleriano

che a un disco sottile kepleriano che a stelle in rotazione differenziale.

Consideriamo un gas ionizzato in rotazione differenziale in equilibrio as-

sisimmetrico in presenza di un debole campo magnetico (vedi Cap. 3.2.1) (il

gas deve essere sufficientemente ionizzato da essere ben accoppiato al campo

magnetico). Il campo è debole nel senso che la velocità di Alfvén è piccola

rispetto sia alla velocità del suono locale che alla velocità di rotazione locale

cos̀ı che gli effetti della forza magnetica sull’equilibrio sono trascurabili rispet-

to alle altre forze. Di conseguenza il campo magnetico può essere molto gen-
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erale nello stato imperturbato. In tale equilibrio i campi di densità, pressione,

velocità e magnetico sono

ρ = ρ(R, z) P = P (R, z) u =

 0
RΩ(R, z)

0

 B =

 BR(R, z)
Bφ(R, z)
Bz(R, z)


In generale, una rotazione differenziale fa si che la componente azimutale Bφ

cresca linearmente nel tempo ma finchè esso rimane debole, nel senso speci-

ficato prima, il suo effetto sulle perturbazioni assisimmetriche è trascurabile

(Balbus,S.A., Hawley, J.F. 1991).

Sottoponiamo ora questo stato di equilibrio ad una perturbazione lineare

assisimmetrica e vediamo come tale perturbazione evolve nel tempo. La di-

namica di un fluido nell’approssimazione MHD ideale è descritta come abbiamo

visto nel capitolo 2, dal seguente sistema di equazioni:

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0

ρ

[
∂u

∂t
+ (u ·∇)u

]
= −∇(P +

B2

8π
) +

1

4π
(B ·∇)B− ρ∇Φ

∂B

∂t
+ (u ·∇)B = (B ·∇)u + B(∇ · u)

∂ ln (Pρ−γ)

∂t
+ (u ·∇) ln

(
Pρ−γ

)
= 0

Noi qui lavoreremo nell’approssimazione di Bousinesq che ci permette di

semplificare molto l’analisi eliminando i modi magnetoacustici.

Inseriamo nel sistema (5.2) per ogni generico campo f il valore del cam-

po all’equilibrio più la perturbazione (f(R, z) + δf(R, z, t)) e linearizziamo le

equazioni (teniamo solo i termini del primo ordine). Otteniamo nel limite di

Boussinesq:

∇ · δu =0

∂δu

∂t
+ (u ·∇)δu + (δu ·∇)u =− 1

ρ
∇
(
δP +

B · δB
4π

)
+

1

4πρ
[(B ·∇)δB + (δB ·∇)B]

+
δρ

ρ2
∇
(
P +

B2

8π

)
− 1

4πρ
(B ·∇)B

δρ

ρ

∂δB

∂t
+ (u ·∇)δB + (δu ·∇)B =(B ·∇)δu + (δB ·∇)u

−5

3

1

ρ

∂δρ

∂t
+(δu ·∇) ln

(
Pρ−5/3

)
= 0

(5.2)
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e scritte in componenti sono:

δuR
R

+
∂δuR
∂R

+
∂δuz
∂z

= 0

∂δuR
∂t
−2Ωδuφ = −1

ρ

∂δP

∂R
− 1

4πρ

(
∂Bφ

∂R
δBφ +Bφ

∂δBφ

∂R
+
∂Bz

∂R
δBz +Bz

∂δBz

∂R

)
+

1

4πρ

(
Bz
∂δBR

∂z
− 2

BφδBφ

R
+ δBz

∂BR

∂z

)
+
∂P

∂R

δρ

ρ2
+

1

4πρ

(
Bφ

∂Bφ

∂R
+Bz

∂Bz

∂R

)
δρ

ρ

− 1

4πρ

(
Bz
∂BR

∂z
−
B2
φ

R

)
δρ

ρ

∂δuφ
∂t

+

(
R
∂Ω

∂R
+ 2Ω

)
δuR+R

∂Ω

∂z
δuz =

1

4πρ

(
BR

∂δBφ

∂R
+Bz

∂δBφ

∂z
+
BRδBφ

R

+ δBR
∂Bφ

∂R
+ δBz

∂Bφ

∂z
+
δBRBφ

R

)
− 1

4πρ

(
BR

∂Bφ

∂R
+Bz

∂Bφ

∂z
+
BRBφ

R

)
δρ

ρ

∂δuz
∂t

= −1

ρ

∂δP

∂z
− 1

4πρ

(
∂BR

∂z
δBR +BR

∂δBR

∂z
+
∂Bφ

∂z
δBφ +Bφ

∂δBφ

∂z

)
+

1

4πρ

(
BR

∂δBz

∂R
+ δBR

∂Bz

∂R

)
+
∂P

∂z

δρ

ρ2
+

1

4πρ

(
BR

∂BR

∂z
+Bφ

∂Bφ

∂z

)
δρ

ρ

− 1

4πρ
BR

∂Bz

∂R

δρ

ρ

∂δBR

∂t
+ δuR

∂BR

∂R
+ δuz

∂BR

∂z
= BR

∂δuR
∂R

+Bz
∂δuR
∂z

∂δBφ

∂t
+

(
∂Bφ

∂R
+
Bφ

R

)
δuR +

∂Bφ

∂z
δuz = BR

(
∂δuφ
∂R

+
δuφ
R

)
+Bz

∂δuφ
∂z

+

(
R
∂Ω

∂R
+ 2Ω

)
δBR +R

∂Ω

∂z
δBz

∂δBz

∂t
+
∂Bz

∂R
δuR +

∂Bz

∂z
δuz = BR

∂δuz
∂R

+Bz
∂δuz
∂z

−5

3

1

ρ

∂δρ

∂t
+ δuR

∂ ln Pρ−5/3

∂R
+ δuz

∂ ln Pρ−5/3

∂z
= 0

Queste equazioni descrivono l’evoluzione delle perturbazioni e la loro

risoluzione sarà in grado di dirci se il sistema è stabile o no. I coefficienti

in queste equazioni lineari (i campi di base) dipendono in generale da R e z.

Perciò a questo punto la scomposizione delle perturbazioni in componenti di

Fourier non ci da nessuna particolare semplificazione del problema. Infatti
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prendendo la trasformata di Fourier di una qualunque di queste equazioni, si

ottiene la somma di convoluzioni delle trasformate di Fourier delle quantità di

base e perturbate.

Ulteriori progressi possono essere fatti se restringiamo le lunghezze d’onda

delle perturbazioni per la quale la nostra analisi di stabilità è valida. Per

questo scopo facciamo un’analisi di stabilità locale cioè scegliamo un punto

all’interno del sistema r0 = (R0, φ0, z0) (la scelta di un particolare valore di

φ0 è naturalmente irrilevante nel caso assisimmetrico che stiamo studiando) e

intorno ad esso espandiamo tutte le quantità di equilibrio in serie di Taylor

mantenendo solo i termini di ordine zero delle coordinate ξR = R − R0 e

ξz = z − z0 per ottenere

δuR
R0

+
∂δuR
∂ξR

+
∂δuz
∂ξz

= 0

∂δuR
∂t
−2Ω0δuφ+

1

ρ0

∂δP

∂ξR
+

1

4πρ0

(∣∣∣∣∂Bφ

∂R

∣∣∣∣
0

δBφ +B0
φ

∂δBφ

∂ξR
+

∣∣∣∣∂Bz

∂R

∣∣∣∣
0

δBz +B0
z

∂δBz

∂ξR

)
− 1

4πρ0

(
B0
z

∂δBR

∂ξz
− 2

B0
φδBφ

R0

+ δBz

∣∣∣∣∂BR

∂z

∣∣∣∣
0

)
−
∣∣∣∣∂P∂R

∣∣∣∣
0

δρ

ρ2
0

− 1

4πρ0

(
B0
φ

∣∣∣∣∂Bφ

∂R

∣∣∣∣
0

+B0
z

∣∣∣∣∂Bz

∂R

∣∣∣∣
0

)
δρ

ρ0

+
1

4πρ0

(
B0
z

∣∣∣∣∂BR

∂z

∣∣∣∣
0

−
(B0

φ)2

R0

)
δρ

ρ0

= 0

∂δuφ
∂t

+

(
R0

∣∣∣∣∂Ω

∂R

∣∣∣∣
0

+ 2Ω0

)
δuR+R0

∣∣∣∣∂Ω

∂z

∣∣∣∣
0

δuz−
1

4πρ0

(B0
R

∂δBφ

∂ξR
+B0

z

∂δBφ

∂ξz
+
B0
RδBφ

R0

+δBR

∣∣∣∣∂Bφ

∂R

∣∣∣∣
0

+δBz

∣∣∣∣∂Bφ

∂z

∣∣∣∣
0

+
δBRB

0
φ

R0

)+
1

4πρ0

(
B0
R

∣∣∣∣∂Bφ

∂R

∣∣∣∣
0

+B0
z

∣∣∣∣∂Bφ

∂z

∣∣∣∣
0

+
B0
RB

0
φ

R0

)
δρ

ρ0

= 0

∂δuz
∂t

+
1

ρ0

∂δP

∂ξz
+

1

4πρ0

(∣∣∣∣∂BR

∂z

∣∣∣∣
0

δBR +B0
R

∂δBR

∂ξz
+

∣∣∣∣∂Bφ

∂z

∣∣∣∣
0

δBφ +B0
φ

∂δBφ

∂ξz

)
− 1

4πρ0

(
B0
R

∂δBz

∂ξR
+ δBR

∣∣∣∣∂Bz

∂R

∣∣∣∣
0

)
−
∣∣∣∣∂P∂z

∣∣∣∣
0

δρ

ρ2
0

− 1

4πρ0

(
B0
R

∣∣∣∣∂BR

∂z

∣∣∣∣
0

+B0
φ

∣∣∣∣∂Bφ

∂z

∣∣∣∣
0

)
δρ

ρ0

+
1

4πρ0

B0
R

∣∣∣∣∂Bz

∂R

∣∣∣∣
0

δρ

ρ0

∂δBR

∂t
+ δuR

∣∣∣∣∂BR

∂R

∣∣∣∣
0

+ δuz

∣∣∣∣∂BR

∂z

∣∣∣∣
0

−B0
R

∂δuR
∂ξR

−B0
z

∂δuR
∂ξz

= 0

∂δBφ

∂t
+

(∣∣∣∣∂Bφ

∂R

∣∣∣∣
0

+
B0
φ

R 0

)
δuR +

∣∣∣∣∂Bφ

∂z

∣∣∣∣
0

δuz −B0
R

(
∂δuφ
∂ξR

+
δuφ
R0

)
−B0

z

∂δuφ
∂ξz

−
(
R0

∣∣∣∣∂Ω

∂R

∣∣∣∣
0

+ 2Ω0

)
δBR −R0

∣∣∣∣∂Ω

∂z

∣∣∣∣
0

δBz = 0
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∂δBz

∂t
+

∣∣∣∣∂Bz

∂R

∣∣∣∣
0

δuR +

∣∣∣∣∂Bz

∂z

∣∣∣∣
0

δuz −B0
R

∂δuz
∂ξR

−B0
z

∂δuz
∂ξz

= 0

−5

3

1

ρ0

∂δρ

∂t
+ δuR

∣∣∣∣∂ ln Pρ−5/3

∂R

∣∣∣∣
0

+ δuz

∣∣∣∣∂ ln Pρ−5/3

∂z

∣∣∣∣
0

= 0

dove Ω0, ρ0, B0
φ e B0

z sono rispettivamente la velocità angolare, la densità

all’equilibrio, le componenti del campo magnetico al punto r0 e il pedice ′0′

nelle derivate indicano che sono valutati a r0. Queste equazioni sono equazioni

differenziali parziali lineari nelle variabili locali per le quantità perturbate e con

coefficienti costanti. Questa è una buona approssimazione purchè le deviazioni

(ξR, ξz) siano piccole comparate alle scale di lunghezza caratteristiche nelle

direzioni radiali e verticali (LR, Lz) cioè alle scale di lunghezza sulla quale ci

sono significative variazioni nelle quantità all’equilibrio. Quindi la condizione

di validità dell’analisi locale è:

ξR << LR ξz << Lz (5.3)

E’ solo ora che è utile espandere le quantità perturbate nelle equazioni in

componenti di Fourier. Per ciascuna quantità perturbate f possiamo scrivere:

f(ξR, ξz, t) = fk(kR, kz, ω)ei(kRξR+kzξz−ωt) (5.4)

dove kR e kz sono rispettivamente i numeri d’onda radiale e verticale (sono

interi) e ω è la frequenza d’onda. Sostituendo i modi normali nelle equazioni

linearizzate, otteniamo il seguente sistema di equazioni per le trasformate (per

semplicità di notazione indichiamo con f invece che con fk la trasformata di

Fourier della generica grandeza f e omettiamo la dipendenza (kR, kz, ω) nelle

ampiezze di Fourier) (
ikR +

1

R0

)
δuR + ikzδuz = 0

−iωδuR−2Ω0δuφ+
ikR
ρ0

δP−
∣∣∣∣∂P∂R

∣∣∣∣
0

δρ

ρ2
0

−ikzv0
AzδvAR+

(
ikR +

2

R0

+

∣∣∣∣∂ ln Bφ

∂R

∣∣∣∣
0

)
v0
AφδvAφ

+

(
ikR +

∣∣∣∣∂ ln Bz

∂R

∣∣∣∣
0

− B0
R

B0
z

∣∣∣∣∂ ln BR

∂z

∣∣∣∣
0

)
v0
AzδvAz−

[(
1

R0

+

∣∣∣∣∂ ln Bφ

∂R

∣∣∣∣
0

)
(v0
Aφ)2

+

(∣∣∣∣∂ ln Bz

∂R

∣∣∣∣
0

− B0
R

B0
z

∣∣∣∣∂ ln BR

∂z

∣∣∣∣
0

)
(v0
Az)

2

]
δρ

ρ0

= 0
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−iωδuφ+
κ2

2Ω0

δuR+R0

∣∣∣∣∂Ω

∂z

∣∣∣∣
0

δuz−
(

1

R0

+

∣∣∣∣∂ ln Bφ

∂R

∣∣∣∣
0

)
v0
AφδvAR−

(
ikz +

B0
R

B0
z

ikR +
B0
R

B0
z

1

R0

)
v0
AzδvAφ

−
∣∣∣∣∂ ln Bφ

∂z

∣∣∣∣
0

v0
AφδvAz+(v0

Aφ)2

(
B0
R

B0
φ

∣∣∣∣∂ ln Bφ

∂R

∣∣∣∣
0

+
B0
z

B0
φ

∣∣∣∣∂ ln Bφ

∂z

∣∣∣∣
0

+
B0
R

B0
φ

1

R0

)
δρ

ρ0

= 0

−iωδuz+
ikz
ρ0

δP−
∣∣∣∣∂P∂z

∣∣∣∣
0

δρ

ρ2
0

+

(∣∣∣∣∂ ln BR

∂z

∣∣∣∣
0

v0
AR + ikzv

0
AR −

∣∣∣∣∂ ln Bz

∂R

∣∣∣∣
0

v0
Az

)
δvAR

+

(
ikz +

∣∣∣∣∂ ln Bφ

∂z

∣∣∣∣
0

)
v0
AφδvAφ − ikRv0

ARδvAz

−
(∣∣∣∣∂ ln BR

∂z

∣∣∣∣
0

(v0
AR)2 +

∣∣∣∣∂ ln Bφ

∂z

∣∣∣∣
0

(v0
Aφ)2 −

∣∣∣∣∂ ln Bz

∂R

∣∣∣∣
0

v0
ARv

0
Az

)
δρ

ρ0

= 0

−iωδvAR+

∣∣∣∣∂ ln BR

∂R

∣∣∣∣
0

v0
ARδuR+

∣∣∣∣∂ ln BR

∂z

∣∣∣∣
0

v0
ARδuz−ikRv0

ARδuR−ikzv0
AzδuR = 0

−iωδvAφ+

(∣∣∣∣∂ ln Bφ

∂R

∣∣∣∣
0

+
1

R0

)
v0
AφδuR+

∣∣∣∣∂ ln Bφ

∂z

∣∣∣∣
0

v0
Aφδuz−

(
ikR +

1

R0

)
v0
ARδuφ

− ikzv0
Azδuφ −

(
R0

∣∣∣∣∂Ω

∂R

∣∣∣∣
0

+ 2Ω0

)
δvAR −R0

∣∣∣∣∂Ω

∂z

∣∣∣∣
0

δvAz = 0

−iωδvAz +

∣∣∣∣∂ ln Bz

∂R

∣∣∣∣
0

v0
AzδuR +

(∣∣∣∣∂ ln Bz

∂z

∣∣∣∣
0

− ikz
)
v0
Azδuz − ikRv0

ARδuz = 0

iω
5

3

δρ

ρ
+ δuz

∂ ln Pρ−5/3

∂z
+ δuR

∂ ln Pρ−5/3

∂R
= 0

dove abbiamo introdotto le quantità v0
Aφ = B0

φ/
√

4πρ0 e v0
Az = B0

z/
√

4πρ0

rispettivamente per le velocità di Alfvén associate alle componenti toroidali e

verticali del campo magnetico locale, abbiamo definito un nuovo set di vari-

abili (δvAR, δvAφ, δvAz) in termini di (δBR, δBφ, δBz) in modo tale che δvA =

δB/
√

4πρ0 e abbiamo introdotto la frequenza di epiciclo κ (κ2 = 2Ω0

R
d(R2Ω0)
dR

)

che è una quantità che appare nell’analisi di stabilità di configurazioni che

ruotano differenzialmente e rappresenta la frequenza alla quale tutte le vari-

abili di flusso oscillano intorno ai loro valori di background in assenza di campo

magnetico (per un profilo rotazionale dato da una legge di potenza, la frequen-

za di epiciclo è proporzionale alla frequenza angolare a tutti i raggi).

Per consistenza, la validità dell’analisi è ora ristretta ai modi con numeri d’onda

tali che:

kRLR � 1 kzLz � 1 (5.5)

Consideriamo inoltre le seguenti assunzioni:
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• scegliamo il punto caratteristico r0 che si trova nel piano mezzo del disco

(R0, φ0, 0)

• Eliminiamo tutti i termini di curvatura

• assumiamo che, localmente, i gradienti radiali del campo magnetico di

equilibrio sono trascurabili∣∣∣∣∂BR

∂R

∣∣∣∣
0

� 1

∣∣∣∣∂Bφ

∂R

∣∣∣∣
0

� 1

∣∣∣∣∂Bz

∂R

∣∣∣∣
0

� 1

• assumiamo anche che i gradienti verticali del campo magnetico di

equilibrio sono localmente trascurabili∣∣∣∣∂BR

∂z

∣∣∣∣
0

� 1

∣∣∣∣∂Bφ

∂z

∣∣∣∣
0

� 1

Notiamo che il carattere solenoidale del campo magnetico assicura che,

per B = BR(R, z)eR+Bφ(R, z)eφ+Bz(R, z)ez, la condizione ∂Bz/∂z = 0

tiene per qualunque z.

Sotto queste assunzioni e eliminando per semplicità di notazione il pedice

’0’, il sistema di equazioni diventa:

kRδuR + kzδuz = 0

−iωδuR − 2Ωδuφ +
ikR
ρ
δP − δρ

ρ2

∂P

∂R
− ikzvAzδvAR + ikR(vAφδvAφ + vAzδvAz) = 0

−iωδuφ +
κ2

2Ω
δuR +R

∂Ω

∂z
δuz − ik · vAδvAφ = 0

−iωδuz +
ikzδP

ρ
− δρ

ρ2

∂P

∂z
+ ikz(vAφδvAφ + vARδvAR)− ikRvARδvAz = 0

−iωδvAR − ik · vAδuR = 0

−iωδvAφ −
∂Ω

∂ ln R
δvAR −R

∂Ω

∂z
δvAz − ik · vAδuφ = 0

−iωδvAz − ik · vAδuz = 0

iω
5

3

δρ

ρ
+ δuR

∂lnPρ−5/3

∂R
+ δuz

∂lnPρ−5/3

∂z
= 0
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scriviamo in termini di matrice

0 0 kR 0 kz 0 0 0
ikR
ρ − 1

ρ2
∂P
∂R −iω −2Ω 0 −ikzvAz ikRvAφ ikRvAz

0 0 κ2

2Ω −iω R∂Ω
∂z 0 −ik · vA 0

ikz
ρ − 1

ρ2
∂P
∂z 0 0 −iω ikzvAR ikzvAφ −ikRvAR

0 0 −ik · vA 0 0 −iω 0 0
0 0 0 −ik · vA 0 − ∂Ω

∂ ln R −iω −R∂Ω
∂z

0 0 0 0 −ik · vA 0 0 −iω
0 5

3
iω
ρ

∂ ln Pρ−5/3

∂R 0 ∂ ln Pρ−5/3

∂z 0 0 0





δP
δρ
δuR
δuφ
δuz
δvAR
δvAφ
δvAz


= 0

Per le soluzioni non triviali di questo sistema, ω deve soddisfare la relazione
di dispersione magnetorotazionale:

det



0 0 kR 0 kz 0 0 0
ikR
ρ − 1

ρ2
∂P
∂R −iω −2Ω 0 −ikzvAz ikRvAφ ikRvAz

0 0 κ2

2Ω −iω R∂Ω
∂z 0 −ik · vA 0

ikz
ρ − 1

ρ2
∂P
∂z 0 0 −iω ikzvAR ikzvAφ −ikRvAR

0 0 −ik · vA 0 0 −iω 0 0
0 0 0 −ik · vA 0 − ∂Ω

∂ ln R −iω −R∂Ω
∂z

0 0 0 0 −ik · vA 0 0 −iω
0 5

3
iω
ρ

∂ ln Pρ−5/3

∂R 0 ∂ ln Pρ−5/3

∂z 0 0 0


= 0

che si semplifica (Balbus,S.A., Hawley,J.F. 1998) a:

k2

k2
z

ω̃4+

[
3

5ρ

(
kR
kz

∂P

∂z
− ∂P

∂R

)(
kR
kz

∂ ln Pρ−5/3

∂z
− ∂ ln Pρ−5/3

∂R

)
+

1

R3

(
kR
kz

∂(R4Ω2)

∂z
− ∂(R4Ω2)

∂R

)]
ω̃2

−4Ω2(k · vA)2 = 0

dove

k2 = k2
z + k2

R ω̃2 = ω2 − (k · vA)2

Introducendo l’operatore D =
(
kR
kz

∂
∂z
− ∂

∂R

)
l’espressione diventa più compatta

k2

k2
z

ω̃4 +

[
3

5ρ
(DP )D ln Pρ−5/3 +

1

R3
D(R4Ω2)

]
ω̃2 − 4Ω2(k · vA)2 = 0 (5.6)

Il primo termine all’interno delle parentesi rappresenta la risposta di galleg-

giamento della perturbazione e il secondo termine rappresenta la sua risposta

rotazionale. La risposta di Alfvén non è semplicemente ’aggiunto in quadra-

ture’ ma appare in ogni parte della relazione di dispersione e i sui effetti sono

di conseguenza più sottili. Si noti che quando k · vA = 0, l’equazione (5.6) si

siduce al problema idrodinamico considerato da (Goldreich e Schubert 1967)

nel limite adiabatico della loro equazione.
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5.3 Criterio di stabilità generale assisimmetrico

Si può facilmente mostrare che la relazione di dispersione (5.6) implica che ω̃2

(e quindi ω2) deve essere reale. Possiamo quindi studiare la stabilità dei modi

locali investigando la regione vicino a ω2 = 0, o ω̃2 = −(k · vA)2. In questo

limite l’equazione (5.6) può essere scritto:

(k · vA)2 =
k2
z

k2

[
4Ω2 +

3

5ρ
(DP )D ln Pρ−5/3 +

1

R3
D(R4Ω2)

]
(5.7)

Un requisito per la stabilità è che l’equazione (5.7) non abbia una soluzione

reale per k · vA. Questo implica:

4Ω2 +
3

5ρ
(DP )D ln Pρ−5/3 +

1

R3
D(R4Ω2) < 0 (5.8)

Si noti che la nostra condizione di stabilità per un disco magnetizzato non

fa nessun riferimento al campo magnetico e in particolare una condizione di

stabilità per un sistema idrodinamico non può essere ritrovato dall’equazione

(5.8) prendendo una qualunque sorta di limite.

Ritornando alla nostra analisi, introduciamo la variabile x = kR/kz, ricollochi-

amo l’operatore D con la sua definizione (D =
(
kR
kz

∂
∂z
− ∂

∂R

)
), semplifichiamo

e raggruppiamo, otteniamo:

Nzx
2+

[
3

5ρ

(
∂P

∂z

∂ ln Pρ−5/3

∂R
+
∂P

∂R

∂ ln Pρ−5/3

∂z

)
−R∂Ω2

∂z

]
x+N2

R+
∂Ω2

∂ ln R
> 0

(5.9)

dove

N2
R = − 3

5ρ

∂P

∂R

∂ ln Pρ−5/3

∂R
N2
z = − 3

5ρ

∂P

∂z

∂ ln Pρ−5/3

∂z

sono i termini della frequenza di oscillazione di Brunt-Väisälä:

N2 = − 3

5ρ
(∇P ) · (∇ ln Pρ−5/3) = N2

z +N2
R (5.10)

L’equazione (5.9) coinvolge una semplice espressione quadratica in x e le

seguenti due condizioni assicureranno che la sua parte sinistra sia positiva:

• La prima condizione è che la quadratica sia positiva per qualunque valore

di x. Questo è assicurato se

N2 +
∂Ω2

∂ ln R
> 0 (5.11)

dato che questa condizione significa che o molto piccolo o molto grande

x2 renderà positiva l’equazione quadratica
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• La seconda condizione è che non ci siano radici reali dell’equazione

quadratica, il quale è semplicemente una questione di limitare il suo dis-

criminante a valori negativi. L’algebra che segue è un po’ semplificato

notando l’equazione di vorticità per lo stato di equilibrio:

R
∂Ω2

∂z
=

1

ρ2

(
∂ρ

∂R

∂P

∂z
− ∂P

∂R

∂ρ

∂z

)
(5.12)

Abbiamo usato l’assunzione che il campo magnetico non altera le propri-

età di rotazione dell’equilibrio imperturbato.

La richiesta che il discriminante dell’equazione (5.9) sia negativa porta,

dopo aver usato l’equazione (5.12) e alcune semplificazioni algebriche, a:(
−∂P
∂z

)(
∂Ω2

∂R

∂ ln Pρ−5/3

∂z
− ∂Ω2

∂z

∂ ln Pρ−5/3

∂R

)
> 0 (5.13)

Le equazioni (5.11) e (5.13) sono estremamente generali e possono essere ap-

plicate a stelle come a dischi. Queste sono confrontabili con il classico criterio

di Høiland che si ottiene per la stabilità idrodinamica. Con l2 = R4Ω2 queste

sono:

N2 +
1

R3

∂l2

∂R
> 0 (5.14)(

−∂P
∂z

)(
∂l2

∂R

∂Pρ−5/3

∂z
− ∂l2

∂z

∂Pρ−5/3

∂R

)
> 0 (5.15)

Le equazioni (5.14) e (5.15) sono molto simili alle loro corrispettive magnetiche

(5.11) e (5.13) la sola differenza è che i gradienti di momento angolare sono

sostituiti dai gradienti di velocità angolare. Questo è il segno caratteristico dei

campi magnetici in sistemi che ruotano

L’analisi di stabilità lineare magnetoidrodinamico ci ha portato quindi ad

un criterio più che sufficiente a garantire un’instabilità locale e lineare per

modelli di dischi Kepleriani politropici (s = cost, Ω ∼ R−3/2).



Capitolo 6

ESPERIENZA NUMERICA
SULLA STRUTTURA E
STABILITÀ DEI DISCHI DI
ACCRESCIMENTO

Un importante strumento per investigare l’evoluzione di sistemi fisici descritti

dalle equazioni di Eulero o MHD è costituito dalla simulazione numerica. Nel-

l’indagine numerica, un sistema di equazioni alle derivate parziali, quindi infini-

to dimensionale, viene ricondotto ad un sistema algebrico finito-dimensionale,

attraverso la rappresentazione delle variabili e delle loro derivate su un sis-

tema finito di punti (la griglia numerica). In questo modo è possibile studiare

le equazioni del moto multidimensionali e non lineari nella loro complessità.

Tale rappresentazione resta evidentemente limitata a scale spazio-temporali

maggiori della scala minima data dalla griglia numerica, che definisce quindi

la risoluzione effettiva della simulazione numerica.

Un secondo aspetto importante riguarda il fatto che le equazioni di Eu-

lero ed MHD comprimibili producono soluzioni discontinue (shocks), an-

che con condizioni iniziali regolari. Questo fenomeno richiede l’adozione di

schemi numerici particolari, genericamente classificati come shock-capturing

o upwind. Nella simulazione in astrofisica questi schemi sono ormai larga-

mente usati, utilizzando prevalentemente la ricerca numerica sviluppata nella

fluido-dinamica.

In questo capitolo ci siamo limitati a considerare un modello di disco in

rotazione descritto dalle equazioni di Eulero, utilizzando lo schema numerico

introdotto dal codice ECHO (Eulerian Conservative High Order) (Londrillo P.

& DelZanna L. JCP,2004)

77
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Nel seguito viene quindi presentata una sintesi delle procedure numeriche uti-

lizzate e vengono quindi illustrati i risultati numerici preliminari, riguardanti lo

studio della stabilità non-lineare, in due e tre dimensioni, per la configurazione

di equilibrio di un disco di accrescimento discussa nel Cap.3 (par. 2.1).

6.1 Caratteristiche delle equazioni di Eulero

Deriviamo qui, limitandoci al caso di una sola dimensione spaziale,

l’autosistema completo (autovalori e autovettori destri e sinistro) delle

equazioni di Eulero che è alla base degli algoritmi TVD (Total variation dimin-

ishing) della fluidodinamica computazionale (CFD). Il sistema di equazioni di

Eulero 1D ha la semplice forma:

∂tu + ∂xf(u) = 0 (6.1)

dove

u =

 u1

u2

u3

 =

 ρ
ρu
E

 f(u) =

 ρu
ρu2 + P
(E + P )u

 =

 u2
u22
u1

+ P
u3+P
u1

u2


sono rispettivamente il vettore delle variabili conservative (u : R × R → R3)

e il corrispondente vettore del flusso (f : R3 → R3). Abbiamo come al solito,

indicato con ρ, u, P , E rispettivamente la densità di massa, la velocità, la

pressione del gas e la densità di energia (nel caso di un gas politropico E =

1/2ρu2 + P/(γ − 1)). Abbiamo inoltre usato ∂dx per denotare la derivata

parziale del primo ordine di un vettore x rispetto a d.

Scritta nella forma quasi lineare diventa

∂tu + A(u)∂xu = 0 (6.2)

dove A(u) = ∂uf è la matrice Jacobiana che calcolata nel caso di un fluido

politropico diventa

A(u) =


∂f1
∂u1

∂f1
∂u2

∂f1
∂u3

∂f2
∂u1

∂f2
∂u2

∂f2
∂u3

∂f3
∂u1

∂f3
∂u2

∂f3
∂u3

 =

 0 1 0
−1

2
(γ + 1)u2 (3− γ)u (γ − 1)

−(E+P )
ρ

+ 1
2
(γ − 1)u3 (E+P )

ρ
− (γ − 1)u2 γu


(6.3)

La teoria ci dice che un sistema è iperbolico se la matrice Jacobiana è diago-

nalizzabile con autovalori reali cos̀ı che esiste una matrice non singolare R tale

che

RAR−1 = Λ (6.4)
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dove Λ è una matrice diagonale i cui elementi {λi(u)} (i = 1, 2, 3) sono gli

autovalori di A e vengono chiamati le velocità caratteristiche del sistema e R

e R−1 sono rispettivamente le corrispondenti matrici dei 3 autovettori destri

{Ri(u)} di A e dei 3 autovettori sinistri {R−1
i (u)} di A.

Nel caso delle equazioni di Eulero, si può facilmente verificare che siamo in

questa situazione. Gli autovalori della (6.3) si ottengono risolvendo il polinomio

caratteristico:

det(A− λI) = det

 −λ 1 0
−1

2
(γ + 1)u2 (3− γ)u− λ (γ − 1)

−(E+P )
ρ

u+ 1
2
(γ − 1)u3 (E+P )

ρ
− (γ − 1)u2 γu− λ

 = 0

dove I è la matrice identità e λ è un parametro. Si ottiene:

λ1(u) = u− vs λ2(u) = u λ3(u) = u+ vs (6.5)

dove vs è la velocità del suono (vs =
√
γP/ρ).

I corrispondenti autovettori destri Ri sono tali che ARi = λiRi e si ottengono

quindi risolvendo il sistema (A− λiI)Ri = 0. Gli autovettori sinistri possono

essere determinati dall’inverso della matrice degli autovettori destri (L = R−1)

6.2 Discretizzazione spaziale delle equazioni 1D

In questo paragrafo descriviamo gli algoritmi numerici usati per l’integrazione

delle equazioni di Eulero, a partire dal modello base costituto da una legge di

conservazione omogenea scalare (ad una componente) 1D. Si considera dunque

l’ equazione

∂tu+ ∂xf(u) = 0, a < x < b, c(u) = ∂uf(u) (6.6)

con assegnate la condizione iniziale u(x, 0) e appropriate condizioni al contorno.

In generale, tre tipi di condizioni al bordo sono considerate:

• Periodiche: u(a, t) = u(b, t), corrispondenti ad un sistema invariante

per traslazione;

• Riflettenti: u(a, t) = u(b, t) = 0, corrispondenti alla presenza di una

parete rigida (inimpermeabile) ai bordi;

• Inflow-Outflow: corrispondenti alla presenza di pareti trasparenti ai

bordi. In questo caso, una equazione iperbolica richiede che sia specificato

un valore al bordo, a seconda del segno della velocità caratteristica c(u).
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In particolare per x = a, solo se c(a) > 0 (caratteristica entrante), deve

essere assegnato un valore u(a, t), e viceversa per il bordo destro x = b

Nella discretizzazione spaziale, il dominio di integrazione viene campionato da

una griglia di N punti xi (i = 0, 1, ...N − 1) equispaziati con passo di cella ∆x

e corrispondentemente la variabile u(x, t) viene rappresentata dagli N valori

ui(t) = u(xi, t). Lasciando la variabile t continua, si ottiene un sistema di N

equazioni differenziali ordinarie nel tempo (formulazione semi-discreta):

dui(t)

dt
+
df(u)

dx

∣∣∣∣
i

= 0, i = 0, 1, ...N

ed il problema essenziale si riduce all’approssimazione discreta della derivata

spaziale dei flussi. Per mantenere il carattere conservativo della equazione

originaria, la derivata si esprime come differenza finita (DF) centrata

dui(t)

dt
+
fi+ 1

2
− fi− 1

2

∆x
= 0, i = 0, 1, ...N

dove fi+ 1
2

= f(u(xi+ 1
2
, t)) è il flusso numerico al punto intercella xi+ 1

2
e tempo

t.

Da un punto di vista formale, il calcolo della derivata si riduce dunque alla

interpolazione numerica nei punti intercella della variabile flusso f(ui), o della

variabile ui(t), assegnate per ogni tempo t nei punti di griglia xi. Per equazioni

che contengono discontinuità, tuttavia, una semplice interpolazione non é ap-

propriata, poichè produce schemi oscillatori e quindi instabili. Gli schemi

shock-capturing o upwind sono stati disegnati per avere una interpolazione (o

ricostruzione) dei valori dei flussi alle intercelle che siano: (a) monotoni o più

genericamente non-oscillatori; (b) che permettono di ricostruire una disconti-

nuità in modo corretto e con alta risoluzione (uno-due punti per discontinuità);

La procedura di ristruzione si basa sui seguenti passi computazionali:

1. dati i valori ui, per ogni intercella xi+1/2 si ricostruiscono per interpo-

lazione due valori [uLi+1/2, u
R
i+1/2], utilizzando, rispettivamente, punti a sin-

istra ..., ui−1, ui, (L) o a destra ui+1, ui+2, ... (R) della cella di riferimento.

In questo modo vengono quindi ricostruiti anche due flussi [fL, fR]i+1/2.

2. La ristruzione definisce un ordine formale di accuratezza, a seconda

del numero dei punti usati. In particolare, schemi del secondo ordine

richiedono solo tre punti per la interpolazione (xi−1, xi, xi+1).
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3. Lo schema interpolatorio viene disegnato in modo da mantenere la mono-

tonicità dei dati ui, e quindi in modo che, in presenza di discontinuità,

la ricostruzione utilizzi sempre punti prima (o dopo) la posizione della

stessa. La difficoltà di applicazione di questo principio, che sta alla base

di tutta la ricerca numerica per le equazioni iperboliche, deriva dal fatto

che la posizione di un salto che denoti discontinuità non è noto a priori,

e va individuato empiricamente.

4. Infine, una volta noti i valori L−R del flusso all’intercella, viene definito

un unico valore del flusso (flusso upwind) fUi+1/2, utilizzando lo schema di

Roe:

fUi+1/2 =
1

2

[
fR + fL − |c(u)|(uR − uL)

]
i+1/2

(6.7)

Per costruzione, lo schema di Roe produce un flusso upwind, cioè

ricostruito a sinistra se c(u) > 0 o a destra se c(u) < 0.

La discrettizzazione spaziale viene quindi completata, costruendo la derivata

spaziale per differenza di due valori del flusso precedentemente ricostruito.

La derivata a due punti del flusso produce sempre una approssimazione del

secondo ordine, indipendentemente dall’ordine di ricostruzione del flusso.

Per avere approssimazioni di ordine elevato, è necessaria una seconda fase di

ricostruzione che opera sui flussi stessi. Utilizzando infatti l’analisi di Taylor, è

possibile dimostrare che combinando opportunamente valori dei flussi in celle

vicine:

f̂i+1/2 = c0fi+1/2 + c1(fi−1/2 + fi+3/2) + .... (6.8)

si ottengono flussi numerici la cui differenza approssima la derivata prima con

ordine (pari) > 2.

Nel caso di una equazione scalare in più dimensioni, la procedura sopra

indicata si applica, separatamente, per ciascuna direzione coordinata. Le

derivate dei flussi cos̀ı calcolate si sommano, infine, prima di procedere all’

integrazione temporale.

Nel caso di un sistema di equazioni, come per le equazioni di Eulero o

MHD, gli algoritmi sopra indicati possono essere egualmente applicati, operan-

do la ricostruzione su ciascuna variabile. Tuttavia, la presenza di velocità

caratteristiche diverse, richiede un ulteriore sforzo computazionale, poichè la



82
Capitolo 6. ESPERIENZA NUMERICA SULLA STRUTTURA E STABILITÀ
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definizione del flusso upwind di Roe è basato sulla presenza di una sola carat-

teristica.

Un metodo efficiente largamente utilizzato, come nel codice ECHO, è quello di

approssimare il flusso upwind con lo schema di Lax-Friedrichs, che ha la forma

dello schema di Roe, con velocità |c(u)| rimpiazzata con il valore α = maxk|λk|
del modulo degli autovalori (5 nel caso delle equazioni di Eulero) del sistema.

Il flusso di Lax-Friederichs è quindi dato da

fLF
i+ 1

2

(
uL
i+ 1

2
, uR

i+ 1
2

)
=

1

2

(
fL
i+ 1

2
+ fR

i+ 1
2

)
− 1

2
α
(
uR
i+ 1

2
− uL

i+ 1
2

)
(6.9)

applicato ad ogni componente scalare (f, u) del vettore flusso e del vettore

delle variabili conservate del sistema.

6.2.1 La ricostruzione MUSCL

La ricostruzione MUSCL è il più semplice schema monotono del secondo

ordine per interpolare i valori ui+ 1
2

all’intercella utilizzando tre punti dati

(ui−1, ui, ui+1) della variabile u(x, t) ad un fissato passo temporale t = tn.

Una interpolazione lineare sinistra è data da

uL
i+ 1

2
= ui +

1

2
∆[u]

e la corrispondente interpolazione destra (nel punto xi− 1
2
) è data da

uR
i− 1

2
= ui −

1

2
∆[u]

ove ∆[u] denota una approssimazione della derivata prima moltiplicata per

∆x. Per avere una stima non oscillatoria si usa l’algoritmo minmod (MM)

∆[u] = MM [(ui+1 − ui), (ui − ui−1)]

che ritorna un valore zero se le due differenze indicate sono di segno diverso

(caso oscillatorio) o il valore della differenza più piccola in valore assoluto.

6.2.2 Avanzamento temporale

Per la discretizzazione temporale abbiamo utilizzato la classe dei metodi di

Runge-Kutta. Questi metodi sono usati per risolvere un sistema di equazioni

differenziali ordinarie ai valori iniziali scritte come:

du

dt
= L(u) (6.10)
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dove L(u) è un approssimazione della derivata (−∂xf(u)) nell’equazione

differenziale (6.6)

Il metodo Runge-Kutta del secondo ordine è dato da:

u1 = un + ∆tL(un) (6.11)

un+1 =
1

2
un +

1

2
u1 +

1

2
∆tL(u1) (6.12)

Il metodo Runge-Kutta del terzo ordine è dato da:

u1 = un + ∆tL(un) (6.13)

u2 =
3

4
un +

1

4
u1 +

1

4
∆tL(u1) (6.14)

un+1 =
1

3
un +

2

3
u2 +

2

3
∆tL(u2) (6.15)

6.2.3 Stabilità numerica della integrazione temporale

Il procedimento descritto funziona correttamente se è soddisfatto il requisi-

to di stabilità; esso si basa sulla valutazione nelle varie celle del dominio di

un parametro detto CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) che non deve superare il

valore unitario, cioè

c =
λ∆t

∆x
≤ 1 (6.16)

Si noti che c è una quantità adimensionale ed è il rapporto della velocità carat-

teristica λ nelle PDE e la ’mesh speed’ ∆x
∆t

. Quindi la velocità caratteristica

λ del modello deve essere minore o uguale all’ampiezza spaziale ∆x diviso il

time step ∆t.

A causa del criterio CFL, non si può arbitrariamente scegliere un ampiezza

spaziale della griglia senza anche tener conto del time step del modello. Se

vuoi raffinare la risoluzione spaziale per vedere le piccole scale di tempo devi

avere anche una raffinata risoluzione temporale.

6.3 Codice e risultati

Abbiamo usato una parte del codice numerico ECHO per lo studio del-

la evoluzione temporale di un disco di accrescimento in coordinate cilin-

driche (R, z, φ), a partire dal modello di equilibrio bidimensionale descritto

nel (Cap.3,Par.2.1)
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Per questo studio, e per acquisire maggiore conoscenza del codice, abbiamo

riscritto in C e verificato numericamente alcune parti del codice, in particolare

le condizioni iniziali, le condizioni di inflow-outflow al bordo, e gli algoritmi di

ricostruzione basati sullo schema MUSCL descritto precedentemente.

Nell’approssimazione numerica della condizione di equilibrio di un disco

in rotazione, con velocità Ω(R) e densità ρ(R, z) e pressione P (R, z) troncate

su una curva nel piano (R, z), come quella descritta nel Cap. 3, è necessario

tenere conto di due aspetti cruciali:

1. il modello analitico prevede velocità e densità nulle nello spazio esterno al

disco. Numericamente questo non è ammissibile, e la zona esterna deve

essere riempita con una opportuna soluzione di equilibrio (una atmosfera

esterna), di bassa densità. Abbiamo perciò scelto di aggiungere al disco

una atmosfera isoterma, in equilibrio con il potenziale gravitazionale della

massa centrale.

2. La soluzione di equilibrio numerica non è esatta, e quindi durante

l’evoluzione del sistema si crea sempre una velocità (radiale e verticale),

proporzionale all’errore numerico dello schema usato.

Nel valutare i risultati della simulazione, è perciò importante verificare

preliminarmete: (a) che tale errore numerico è tanto più piccolo quanto più

alto è l’ordine dello schema; (b) che l’errore non cresce nel tempo.

Se queste condizioni sono verificate, è possibile concludere che il sistema in

equilibrio è effettivamente stabile, come mostrato nelle figure allegate.

Nel caso specifico esaminato, si è adottata una griglia (R, z) di (384 × 384)

punti, che discretizzano un dominio spaziale R = [1, 24] e z = [−12,+12], in

unità adimensionali in cui GM = 1, la densità massima del disco è ρmax = 10

ed il momento angolare (costante) è l0 = 2.2.

La simulazione ha seguito l’evoluzione del sistema per un tempo (adime-

naionale) T = 10, corrispondente a circa un periodo di rotazione. Simulazioni

fatte su tempi più lunghi confermano i risultati di stabilità del disco, anche

se l’approssimazione adottata per le condizioni al contorno nel punto interno

R = 1 della griglia tende a produrre un flusso di accrezione anomalo, che

tuttavia è riconducibile solo ad effetti numerici e non fisici.
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Figura 6.1: Confronto tra il profilo di densità lungo R e nel piano equatoriale
z=0 all’inizio della simulazione T=0 e quello al tempo (adimensionale) T=10 ”che
corrisponde a circa un periodo di rotazione”
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(a)

(b)

Figura 6.2: Distribuzione di densità nel piano R-z all’inizio della simulazione T=0
(Figura a) e al tempo (adimensionale) T=10 (Figura b)
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(a)

(b)

Figura 6.3: Contour-plot della velocità di rotazione all’inizio della simulazione T=0
(Figura a) e al tempo (adimensionale) T=10 (Figura b)
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CONCLUSIONI

Abbiamo discusso in questo lavoro di tesi come l’instabilità magnetorotazionale

ha permesso di aprire un nuovo campo di indagine per la comprensione dei pro-

cessi di accrescimentoe e abbiamo avviato uno studio numerico per l’evoluzione

non lineare di un modello di equilibrio perturbato, avvalendoci del codice

(ECHO) già disponibile.

Anche se il modello di disco utilizzato è molto idealizzato (plasma ideale in

rotazione differenziale intorno a un corpo massivo centrale Newtoniano non-

autogravitante e otticamente sottile), estendere il codice al caso 3D e al caso

magnetico è un lavoro molto utile perchè gli esperimenti numerici fatti in ques-

ta aprossimazione, utilizzano un codice con grande dissipazione numerica che

potrebbe nascondere importanti effetti fisici.

Inoltre il fatto che gli stress di Maxwell-Reynolds mediati sull’angolo φ, dovuti

alla turbolenza, possano essere modellizzati con un termine viscoso-resistivo

(modello alpha), che sta alla base della teoria dell’accrescimento, è un aspetto

ancora poco indagato. Questo essenzialmente perchè la comunità astrofisica si

è concentrata sull’estensione ad un modello di disco più realistico introducen-

do ulteriori effetti fisici che possono essere importanti in alcune situazioni as-

trofisiche.

Nelle regioni interne di un disco di accrescimento intorno ad una stella di neu-

troni, ad esempio, la forza centrifuga e il gradiente di pressione termica devono

essere superati dallo stress magnetico per permettere l’accrescimento ai poli

per incanalamento lungo le linee del campo magnetico. Pertando in queste

regioni bisogna considerare β . 1

In vicinanza di un buco nero poi, è necessaria una trattazione relativistica.

Nelle regioni più interne dei dischi dove la luminosità è vicina al limite di Ed-

dington la pressione di radiazione è molto più grande della pressione del gas e

fornisce il principale mezzo di supporto nella direzione verticale.

I dischi protostellari tendono ad essere estremamente densi e freddi (T .

89
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800K) e pertanto è probabile che hanno una frazione di ionizzazione ben al di

sotto del valore richiesto per un buon accoppiamento magnetico. Questo sug-

gerisce pertanto che vale la pena continuare a studiare la dinamica dei dischi

considerando processi puramente idrodinamici.



Appendice A

Dal modello cinetico al modello
a un fluido in regime MHD per
un plasma collisionale

A.1 Modello a due fluidi per un plasma collisionale

Vediamo qui come, per un plasma a due componenti (protoni ed elettroni) in

cui l’unica forza dovuta a affetti collettivi è la forza elettromagnetica (trascuro

la gravità), l’ipotesi di equilibrio termodinamico locale per ciascuna com-

ponente (separatamente), ci permette di passare da una descrizione cinetica

a una descizione a due fluidi del plasma risolvendo il problema della chiusura

del sistema di equazioni fluide.

Si parte facendo un processo di media sulle velocità. Questo porta a

definire la densità numerica delle particelle nello spazio ordinario come

nk(x, t) =

∫
fk(x,v, t)dv (A.1)

E’ chiaro che, nel processo di media si perdono le informazioni relative al

comportamento delle particelle nello spazio delle velocità. E’ importante tener

presente che questa perdita non è essenziale nei casi in cui le velocità delle

particelle individuali non si scostino dalla media in maniera significativa ma se

un gruppo di particelle avesse un comportamento peculiare rispetto alle altre,

questa peculiarità verrebbe attenuata o addirittua persa nel processo di media,

col conseguente rischio di trascurare effetti fisici importanti.

Si definiscono poi i momenti della funzione di distribuzione.

Mk(n) =

∫
ψ(v)fk(x,v, t)dv (A.2)
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dove ψ(v) è una funzione data dal prodotto multilineare delle componenti di v

(ψ(v) = vivj...vl). Il valore medio di ψ(v) (〈ψ〉) è legato al momento in questo

modo:

〈ψ〉 =
Mk(n)

nk(x, t)
=

1

nk(x, t)

∫
ψ(v)fk(x,v, t)dv (A.3)

Dalla definizione dei momenti si vede che

• Il momento di ordine zero, che si ottiene ponendo ψ = 1 nella (A.2), è

la densità numerica (A.1)

• Il momento di ordine uno, che si ottiene ponendo ψ = v nella (A.2), è

legato alla velocità media 〈v〉 che indichiamo con u(k)(x, t)∫
vfk(x,v, t)dv = nk(x, t)u

(k)(x, t)

(u(k) è la velocità delle particelle che si trovano ’nel punto x’ ed è divesa

dalla velocità di una singola particella che abbiamo indicato con v )

I momenti obbediscono a loro volta ad un’equazione evolutiva, detta equazione

generale dei momenti, che si ottiene moltiplicando l’equazione cinetica (2.11)

per ψ(v) = vivj...vl e integrando sullo spazio delle velocità

∂

∂t
(nk〈ψ〉)+∇·(nk〈vψ〉)−

nke

mk

E·〈∇vψ〉−
nke

mkc
〈(v×B)·∇vψ〉 =

∫
ψ(v)

(
∂fk
∂t

)
coll

dv

(A.4)

Si avrà evidentemente una equazione per ciascun momento.

• L’equazione per il momento di ordine zero, che si ottiene ponendo ψ = 1

nella (A.4), corrisponde all’equazione di continuità

∂nk
∂t

+ ∇ · (nku(k)) = Gk (A.5)

dove Gk è il termine collisionale G(k) =
∫ (

∂fk
∂t

)
coll

dv

• L’equazione per il momento del primo ordine, che si ottiene ponendo

ψ = mkv nella (A.4), corrisponde all’equazione del moto:

∂

∂t

(
nkmku

(k)
)
+∇·

(
nkmku

(k)u(k) + P(k)
)
−eknkE−

eknk
c

(u(k)×B) = R(k)

(A.6)

dove R(k) =
∫
mkv

(
∂fk
∂t

)
coll

dv è il termine collisionale e il secondo ter-

mine è stato ottenuto sviluppando il valore medio nkmk〈vivj〉 utilizzando
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la decomposizione della velocità v della singola particella (v = u + w)

dove u è la velocità media e w è la velocità peculiare detta anche disper-

sione di velocità e rappresenta la velocità della particella dovuta al moto

di agitazione termica. Si ottiene:

nkmk〈vivj〉 = nkmkuiuj + nkmk〈wiwj〉 (A.7)

Il secondo termine è detto tensore di pressione P
(k)
ij e si riferisce al moto

termico. P
(k)
ij è evidentemente un tensore simmetrico e può essere utile

distinguere la parte diagonale da quella non diagonale scrivendo:

P
(k)
ij = P

(k)
ij + Π

(k)
ij (A.8)

dove P
(k)
ij è la parte diagonale del tensore che corrisponde alla normale

definizione di pressione di un fluido (nel caso di un mezzo isotropo i

termini sono tutti uguali P
(k)
ij = P (k)δij) e Πij è la parte non diagonale

del tensore e questi sono legati agli sforzi di taglio (sono diversi da zero

solo in presenza di forze viscose).

• L’equazione per il momento del secondo ordine, che si ottiene ponen-

do ψ = 1
2
mkv

2 nella (A.4), corrisponde all’equazione di conservazione

dell’energia

∂

∂t

[
1

2
mknk

(
u(k)
)2

+
3

2
P (k)

]
+∇·

[(
1

2
mknk

(
u(k)
)2

+
3

2
P (k)

)
u(k)+u(k)P (k)

+ u(k)Π(k) + q(k)

]
− eknkE · u(k) = Qk (A.9)

dove Qk =
∫

1
2
mkv

2
(
∂fk
∂t

)
coll

dv è il termine collisionale e il secondo ter-

mine è stato ottenuto sviluppando il valore medio nk〈vi
(

1
2
mkv

2
)
〉 uti-

lizzando, come prima, la decomposizione della velocità v della singola

particella (v = u + w). Si ottiene:

nk

〈
vi

(
1

2
mkv

2

)〉
=

(
1

2
ρ
(
u(k)
)2

+
3

2
P (k)

)
ui + uiPij +n

〈
wi

(
1

2
mkw

2

)〉
Se il gas obbedisce all’equazione di stato dei gas perfetti P = nkT , il

termine 3
2
P è l’energia interna (per unità di volume) del gas ε. Quindi,

il primo termine a secondo membro rappresenta l’energia cinetica del

moto ordinato più l’energia interna trasportate con la velocità ordinata,

il secondo rappresenta il lavoro compiuto dalla forza di pressione e il terzo,
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che indichiamo con q(k), è detto vettore flusso di calore e rappresenza il

flusso di energia interna trasportata con la velocità termica.

Il sistema di equazioni costituito dalle (A.5), (A.6), (A.9), accoppiate alle

equazioni di Maxwell per ∇× E e ∇×B (le altre due equazioni di Maxwell

sono da considerare come condizioni al contorno del problema) è il sistema di

base per il modello a due fluidi. Tale sistema però non è chiuso infatti abbiamo

per ciascun fluido 11 equazioni scalari nelle 19 incognite n, Pij, u, E, B, Πij, q

ed è chiaro che nulla si guadagna scrivendo l’equazione dei momenti di ordine

superiore al secondo. Infatti, facendolo, si vede che il numero di incognite

aumenta più rapidamente di quello delle equazioni

Il problema della chiusura del sistema può essere ottenuta supponendo

collisionalità in modo tale che ciascuno dei due fluidi sia in condizioni di

equilibrio termodinamico locale con temperatura Tk(x, t) in cui la funzione

di distribuzione è una Maxwelliana:

fk0(x,v, t) = nk(x, t)

(
mk

2πkTk(x, t)

)3/2

exp

(
−
mk

[
v− u(k)(x, t)

]2
kTk(x, t)

)
(A.10)

Tale condizione consente di trascurare i termini viscosi (Πij = 0) e di con-

duzione di calore (qi = 0) e di rendere ciascun fluido isotropo (Pij = Pδij)

permettendo cos̀ı di chiudere il sistema.

Rimangono però ancora da specificare i termini collisionali Gk, R(k) e

Qk. Senza entrare nei particolari, è possibile far vedere che, qualunque sia il

modello specifico di collisione, le leggi di conservazione del numero di particelle,

dell’impulso totale e dell’energia totale in una collisione implicano il termine

collisionale G(k) è sempre nullo mentre i termini R(k) e Qk sono diversi da zero

solo tra particelle differenti e poichè in ogni collisione l’impulso e l’energia persi

da una specie sono guadagnati dall’altra, si avrà

R(e) = −R(p) e Qe = −Qp (A.11)

Per risolvere il sistema bisogna quindi esprimere lo scambio di impulso ed ener-

gia tra le due specie tramite le variabili macroscopiche. L’espressione esplicita

dei termini collisionali dipendono dal modello di collisione che si utilizza. Nel

caso più semplice vengono modellizzati attraverso termini viscosi di Spizzer
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Il sistema di equazioni del modello a due fluidi diventa:

∂nk
∂t

+ ∇ · (nku(k)) = 0 (A.12)

∂

∂t

(
nkmku

(k)
)

+ ∇ ·
(
nkmku

(k)u(k) + P (k)
)
− eknkE−

eknk
c

(u(k) ×B) = R(k)

(A.13)

∂

∂t

[
1

2
mknk

(
u(k)
)2

+
3

2
P (k)

]
+ ∇ ·

[(
1

2
mknk

(
u(k)
)2

+
5

2
P (k)

)
u(k)

]
− eknkE · u(k) = Qk

(A.14)

accoppiate alle equazioni di Maxwell per ∇×E e ∇×B ed è ora costituito, per

ciascun fluido, da un sistema chiuso di 11 equazioni scalari nelle 11 incognite

n, P , u, E, B.

A.2 Modello a un fluido in regime MHD

Vediamo ora come, dall’ipotesi di equilibrio termodinamico locale anche

tra le componenti protone-elettrone, è possibile passare dal modello a due fluidi

ad un modello a un fluido, e poi come da qui, assumendo un regime di basse

frequenze, si arriva al modello magnetoidrodinamico o MHD.

Per queste ulteriori semplificazioni partiamo introducendo le seguenti

quantità che in qualche modo rappresentano l’insieme del plasma

densità numerica −→ N = np + ne ' 2np ' 2ne (A.15)

densità di massa −→ ρ = npmp + neme ' npmp (A.16)

densità di carica −→ q = npe− nee ' 0 (A.17)

pressione −→ P = Pp + Pe ' 2Pp ' 2Pe = 2nkT (A.18)

velocità media −→ u =
npmpu

(p) + nemeu
(e)

npmp + neme

' u(p) (A.19)

densità di corrente −→ J = enpu
(p) − eneu(e) ' ne(u(p) − u(e))(A.20)

Nelle varie espressioni abbiamo tenuto conto della quasi neutralità di carica

(np ' ne) e della forte disuguaglianza tra le masse mp � me.

Sommando le equazioni di continuità, (A.12), delle due specie (moltiplicate per

le rispettive masse) e tenendo conto della (A.16) e (A.19), si ottiene l’equazione

di continuità della massa totale

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (A.21)
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Sviluppando il termine di divergenza, l’equazione di continuità può essere anche

scritta nella forma (
∂

∂t
+ u ·∇

)
ρ = −ρ∇ · u (A.22)

Da qui si vede subito che un fluido incomprimibile (dρ/dt = 0) deve soddisfare

la relazione ∇ · u = 0.

Analogamente sommando le due equazioni del moto (A.13) corrispondenti

alle due specie e, tenendo conto delle (A.11), (A.17), (A.19) e (A.20) si ottiene

l’equazione del moto del fluido:

∂

∂t
(ρu) + ∇ · (ρuu + P )− qE− 1

c
(J×B) = 0 (A.23)

Tenendo conto della (A.21), si verifica facilmente che l’equazione del moto può

essere scritta nella forma

ρ

(
∂

∂t
+ u ·∇

)
u = −∇P + qE +

1

c
(J×B) (A.24)

Infine sommando le due equazioni dell’energia (A.14), si ottiene

l’equazione dell’energia per il modello a un fluido

∂

∂t

(
1

2
ρu2 +

3

2
P

)
+ ∇ ·

[(
1

2
ρu2 +

5

2
P

)
u

]
− J · E = 0 (A.25)

Il termine J ·E in questa equazione rappresenta il contributo dovuto all’effetto

Joule. Tenendo conto della (A.24), si verifica facilmente che l’equazione per

l’energia può essere scritta nella forma

1

γ − 1
ργ
(
∂

∂t
+ u ·∇

)(
Pρ−γ

)
= (qu− J)

(
E +

1

c
u×B

)
(A.26)

Il sistema di equazioni costituito dalle (A.21) [o (A.22)], ( A.23) [o (A.24)],

(A.25) [o (A.26)], accoppiate alle equazioni di Maxwell per ∇×E e ∇×B non

è ancora un sistema chiuso (abbiamo 11 equazioni scalari nelle 14 incognite ρ,

P , u, J, E, B). Le tre equazioni scalari mancanti per chiudere il sistema si

ottengono facendo la differenza delle due equazioni del moto (A.13) corrispon-

denti alle due specie. Per raggiungere questo risultato, moltiplichiamo ciascuna

delle equazioni per ek/mk e sommiamole, ciò che di fatto equivale a sottrarle

a causa dell’opposto segno delle cariche. Osserviamo però che cos̀ı facendo i

termini collisionali R(k) non si elidono e che quindi bisogna esprimerli in ter-

mini delle variabili fondamentali del modello fluido. Eseguendo le operazioni
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indicate avremo:

∂J

∂t
+∇·(Ju + uJ)− e

me

∇P (e)−e
2ne
me

E− e2ne
mempc

[(
meu

(p) +mpu
(e)
)
×B

]
=
eR(p)

me

(A.27)

Il fattore
(
meu

(p) +mpu
(e)
)

che compare nel termine che contiene il campo

magnetico B può essere riscritto tenendo conto delle definizioni (A.19) e (A.20)

nel modo seguente:(
meu

(p) +mpu
(e)
)

= (me +mp)u + (me −mp)
J

ene
' mp

(
u− J

ene

)
Rimane ancora da definire la relazione tra il termine collisionale, R(k) e le

frandezze fluide. Una ragionevole ipotesi è quella di esprimere R(k) in termini

della differenza di velocità delle due specie:

R(k) = −nkmkνk,k′
(
u(k) − u(k′)

)
dove si è introdotto il parametro νk,k′ che rappresenta una frequenza media di

collisione per le particelle della specie k con quelle della specie k′. In questa

rappresentazione si considera che la forza che si esercita tra le due specie a

causa delle collisioni sia essezialmente di tipo viscoso e quindi che si annulli

quando le velocità delle due specie coincidono. Poichè np ' ne, la ( A.11)

implica che

meνe,p = mpνp,e

Inserendo le varie espressioni nella (A.27) e moltiplicando per (me/nee
2) si

ottiene infine:

E +
1

c
(u×B)− J

σ
=

me

e2ne

(
∂J

∂t
+ ∇ · (Ju + uJ)

)
+

1

enec
(J×B)− 1

ene
∇P (e)

(A.28)

dove abbiamo introdotto la quantità σ = e2ne/meνep che rappresenta la

conducibilità elettrica del plasma.

Quindi il sistema di equazioni del modello a un fluido è:

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (A.29)

ρ

(
∂

∂t
+ u ·∇

)
u = −∇P + qE +

1

c
(J×B) (A.30)

1

γ − 1
ργ
(
∂

∂t
+ u ·∇

)(
Pρ−γ

)
= (qu− J)

(
E +

1

c
u×B

)
(A.31)

E +
1

c
(u×B)− J

σ
=

me

e2ne

(
∂J

∂t
+ ∇ · (Ju + uJ)

)
+

1

enec
(J×B)− 1

ene
∇P (e)

(A.32)
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accoppiate alle equazioni di Maxwell per ∇ × E e ∇ × B ed è ora costituito

da un sistema chiuso di 14 equazioni scalari nelle 14 incognite n, P , u, E, B,

J.

In molti problemi che si presentano in fisica del plasma, e in particolare

problemi di natura astrofisica, ci si mette nel cosiddetto regime magnetoidro-

dinamico o MHD che permette di semplificare ulteriormente il sistema fluido.

Indicato con U il valore tipico della velocità fluida, con L la scala spaziale su

cui si ha una variazione sensibile dei campi e con τ la corrispondente scala

temporale, le relazioni che definiscono il regime MHD sono:

U << c U =
L
τ

(A.33)

La prima di queste relazioni ci dice semplicemente che ci limitiamo a situazioni

non relativistiche. La seconda ci dice che consideriamo sistemi in cui la ”ve-

locità tipica” dei fenomeni elettromagnetici, che identifichiamo con L/τ , sia

dello stesso ordine della velocità tipica dei fenomeni idrodinamici, definita da

U . In questa situazione, le due classi di fenomeni ”vanno alla stessa velocità”,

ciò che rende massima l’interazione tra di essi.

Per vedere quali siano, in tale regime, le semplificazioni delle equazioni

del modello a un fluido, eseguiamo un’ analisi dimensionale indicando con E ,

B, Q, J i valori caratteristici rispettivamente del campo elettrico, del campo

magnetico, della densità di carica e della densità di corrente.

Consideriamo per primo l’analisi dimensionale per le equazioni di Maxwell

per ∇× E e ∇×B:

E
L
' 1

c

B
τ

=⇒ E
B
' U

c
� 1

B
L
' 4π

c
J +

1

c

E
τ

=⇒ 1 ' 4π

c
J L
B

+

(
U
c

)2

quindi il termine delle correnti di spostamento è trascurabile e l’equazione per

∇×B diventa:

∇×B =
4π

c
J (A.34)

Questo vuol dire che stiamo considerando un regime di basse frequenze. In-

fatti, la corrente di spostamento diventa importante solo quando le variazioni

temporali di E sono rapide, cioè in regime di alte frequenze.

Consideriamo ora l’equazione del moto (A.24):

ρ
U
τ
' −P
L

+QE +
1

c
JB =⇒ QE

JB/c
'
(
E
B

)2

'
(
U
c

)2

� 1
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dove abbiamo sostituito J con il risultato dell’analisi dimensionale dell’e-

quazione (A.34) (B/L ' 4π/cJ ) e Q con quello dell’equazione per ∇ · E
(E/L ' 4πQ). Quindi l’equazione del moto in regime MHD si può scrivere:

ρ

(
∂u

∂t
+ (u ·∇)u

)
= −∇P +

1

c
(J×B) (A.35)

Per stimare l’importanza relativa dei termini che compaiono nell’equazione

di Ohm (A.32), immaginiamo di fare un’analisi dimensionale e di dividere

tutti i termini per il valore caratteristico del campo elettrico. Osserviamo

per prima cosa che i due termini in parentesi quadra hanno lo stesso ordine di

grandezza. Prendendo poi i termini nell’ordine in cui compaiono nell’equazione

e confrontandoli, avremo:

1 : 1 :

(
ω

ωpe

)(
νei
ωpe

)( c
U

)2

:

(
ω

ωpe

)(
ωce
ωpe

)( c
U

)2

:

(
ω

ωpe

)2 ( c
U

)2

:

(
ω

ωcp

)2 (cs
U

)2

dove ω ' τ−1, cs ' (P/ρ)1/2, ωpe è la frequenza degli elettroni, ωce e ωcp sono

rispettivamente le frequenze di ciclotrone degli elettroni e dei protoni e νep è

la frequenza di collisione tra elettroni e protoni. Quindi è necessario che:(
ω

ωpe

)
� U

c
per trascurare i termini in parentesi quadra(

ωωce
ω2
pe

)
�

(
U
c

)2

per trascurare il termine proporzionale a J×B(
ω

ωcp

)
�

(
U
c

)2

per trascurare il termine che contiene la pressione elettronica

Quando tutte queste condizioni sono soddisfatte e ciò succede nel regime di

basse frequenze proprie del regime MHD, l’equazione di Ohm (A.32) si riduce

alla semplice forma

E +
1

c
u×B =

J

σ
(A.36)

detta equazione di Ohm per un plasma resistivo. Se inoltre vale la condizione(
ωνep/ω

2
pe

)
� (U/c)2, che corrisponde ad avere una conducibilità elettri-

ca molto alta, anche il termine a secondo membro della (A.36) può essere

trascurato e tale equazione prende la forma che caratterizza un plasma ideale:

E +
1

c
u×B = 0 (A.37)

Infine, l’equazione per l’energia (A.26), tenendo conto cheQE/E ' (U/c)2,

può essere scritta nella forma:

1

γ − 1
ργ
(
∂

∂t
+ u ·∇

)(
Pρ−γ

)
=
J2

σ
(A.38)
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Le equazioni fondamentali del modello ad un fluido in regime MHD sono

dunque la (A.29), (A.35), (A.38) e la (A.34) a cui vanno aggiunte le uniche

equazioni che ancora contengono il campo elettrico e cioè

∇× E = −1

c

∂B

∂t

E +
1

c
u×B =

J

σ

Questo suggerisce di applicare l’operatore ∇× all’equazione di Ohm e di elim-

inare il campo elettrico utilizzando l’equazione per il ∇ × E. Cos̀ı facendo e

ricordando che ∇ ·B = 0, si ottiene:

∂B

∂t
= ∇× (u×B) + η∇2B−∇η × (∇×B) (A.39)

Questa equazione viene detta equazione dell’induzione magnetica o anche

equazione di Faraday e consente di ridurre ulteriormente il numero di equazioni

del modello MHD

Riassumendo, le equazioni MHD resistive, tenedo conto della (A.34), sono:

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (A.40)

ρ

(
∂

∂t
+ u ·∇

)
u = −∇P +

1

4π
(∇×B)×B (A.41)

1

γ − 1
ργ
(
∂

∂t
+ u ·∇

)(
Pρ−γ

)
=

4π

c2
ηJ2 (A.42)

∂B

∂t
= ∇× (u×B) + η∇2B (A.43)

Qui abbiamo assunto una resistività costante cioè indipendenti dalle veriabili

termodinamiche.

Le equazioni MHD ideali si ottengono nel limite di conducibilità infinita,

cioè ponendo η = 0:

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0 (A.44)

ρ

(
∂

∂t
+ u ·∇

)
u = −∇P +

1

4π
(∇×B)×B (A.45)(

∂

∂t
+ u ·∇

)(
Pρ−γ

)
= 0 (A.46)

∂B

∂t
= ∇× (u×B) (A.47)



Appendice B

Metodo dei modi normali

L’analisi di stabilità lineare parte da un sistema di equazioni differenziali che

descrive la dinamica del sistema fisico che si vuole studiare. A queste equazioni

si applica un’analisi perturbativa lineare che consiste nel considerare uno stato

di equilibrio e sottoporlo a una perturbazione lineare. Questo conduce a un

sistema di equazioni linearizzate.

Il sistema di equazioni differenziali omogeneo lineare nello spazio (x, t)

possiamo scrivelo simbolicamente nella forma:

D(∇, ∂/∂t)f(x, t) = 0 (B.1)

dove D è un tensore ed f il vettore che rappresenta l’insieme delle grandezze

perturbate del nostro sistema fisico. Trattandosi di un sistema lineare vale il

principio di sovrapposizione ed è quindi possibile rappresentare le grandezze

perturbate f come la somma di onde piane di Fourier ∝ exp[i(k · x − ωt)]

e studiare l’evoluzione separatamente per ciascuna componente: la soluzione

sarà la somma delle singole evoluzioni.

Vediamo prima brevemente cosa vuol dire utilizzare un rappresentazione di

Fourier considerando per semplicità una generica funzione scalare f(x, t) (il

risultato può essere generalizzato a grandezze vettoriali). La trasformata di

Fourier di f(x, t) è definita da

fk(k, w) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f(x, t)e−i(k·x−ωt)dxdt (B.2)

e f(x, t), detta antitrasformata di Fourier della fk(k, w), può essere scritta

come:

f(x, t) =

∫ ∞
−∞

fk(k, ω)ei(k·x−ωt)dkdω (B.3)
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dove k e ω sono quantità reali. Dalla (B.3) si vede subito il significato fisico

della trasformata di Fourier: la funzione data viene considerata come una

sovrapposizione di onde elementari caratterizzate da un’ampiezza fk(k, w) e

una fase Φ = k · x − ωt = k(x · ek − ω
k
t). I piani Φ = costante si muovono

dunque nella direzione di ek con velocità

vf =
ω

k
ek (B.4)

Tornado al nostro problema di risolvere un sistema lineare e generalizzan-

do la rappresentazione di Fourier a grandezze vettoriali, quello che si fa è di

supporre che f(x, t) definito in modo analoga alla (B.3), sia la soluzione del

sistema lineare (B.1). Ci si rende subito conto che:

∂f

∂t
=

∫ ∞
−∞

(−iωfk)e
i(k·x−ωt)dkdω

∇f =

∫ ∞
−∞

(ik · fk)ei(k·x−ωt)dkdω

Dunque nello spazio di Fourier gli operatori ∇ e ∂/∂t sono semplicemente i

moltiplicatori ik e −iω (questo risultato vale anche per applicazioni ripetute

di tali operatori ∂2/∂t2 → −ω2 e ∇2 → −k2 e cos̀ı via).

Di conseguenza il sistema nello spazio ordinario (x, t) (B.1) diventa nello spazio

di Fourier (k, ω):

D(ik,−iω)fk(k, w) = 0 (B.5)

Nello spazio di Fourier dobbiamo quindi risolvere un sistema di equazioni alge-

briche invece di un sistema di equazioni differenziali che rappresenta un grande

vantaggio.

La condizione per avere soluzioni non identicamente nulle della (B.5) è

Det [D(ik,−iω)] = 0 (B.6)

Questa è detta relazione di dispersione, stabilisce il legame tra ω e k di cui

avevamo bisogno. In generale, la relazione di dispersione possiede un numero

finito di soluzioni discrete (dette modi normali):

ω = ωα(k) α = 1, 2, ..., N (B.7)

Ad ogni soluzione della relazione di dispersione è associato un autovettore

fk(k, w) che caratterizza quel particolare modo di propagazione. Possiamo
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introdurre formalmente la condizione D(ik,−iω)fk(k, w) = 0 nella (B.3)

scrivendo:

fk(k, w) =
N∑
α=1

fkα(k)δ [ω − ωα(k)]

con le ωα date dalla (B.7). Eseguendo l’integrale in dω nella (B.3) troviamo

che la soluzione generale del nostro problema può essere scritta nella forma:

f(x, t) =
α=1∑
N

∫ ∞
−∞

fkα(k)ei[k·x−ωα(k)t]dk (B.8)

La relazione di dispersione (B.6) ci da informazioni su quali onde lineari

possono oscillare nel sistema fisico che si sta studiando permettendoci cos̀ı di

stabilire se la soluzione (B.8) è stabilile o no cioè se oscilla, cresce o decade nel

tempo. Vediamo in che modo si stabilisce questo.

In generale, la frequenza ω può essere un numero complesso ω = ωR + iωI .

Scriviamo allora le componenti di Fourier piane nella forma

ei(k·x−ωt) = eik·xe−iωRteωI t

Da qui si vede chiaramente che il tipo di onda dipende dal valore della parte

immaginaria:

• ωI > 0/ωI < 0 - l’ampiezza dell’onda è moltiplicata per un fattore di

crescita/decadimento esponenziale (eωI t) e in tal caso l’onda oscilla con

ampiezza crescente/decrescente nel tempo.

f(x, t) = fk(k)eωI t︸ ︷︷ ︸ ei(k·x−ωRt)

ampiezza

(B.9)

Nel caso in cui la frequenza sia puramente immaginaria (ωR = 0) l’on-

da non è di tipo oscillatorio, ma abbiamo un onda con ampiezza che

cresce/decresce monotonicamente nel tempo.

f(x, t) = fk(k)eωI t︸ ︷︷ ︸ eik·x

ampiezza
(B.10)

Quindi non appena troviamo un particolare modo ωα(k) con la parte

immaginaria negativa, l’equilibrio è instabile

• ωI = 0 - l’ampiezza dell’onda è moltiplicata per un fattore che oscilla nel

tempo (e−iωRt).
f(x, t) = fk(k)︸ ︷︷ ︸ ei(k·x−ωRt)

ampiezza

(B.11)
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Quindi le perturbazioni ondose non determinano un cambiamento dell’e-

quilibrio ma solo oscillazioni intorno a un minimo di energia del sistema.

Comunque per affermare che la soluzione è stabile verso perturbazioni di

piccola ampiezza tutti i modi ωα(k) devono essere reali.
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